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HAUPTAUFSÄTZE 


Wärmeübergang, Diffusion und Verdunstung. 
Von WILHELM NUSSELT in München. 


bwohl die Gleichheit der Difterentialgleichungen für den Vorgang der Wärmeleitung 

und den der Diffusion schon lange bekannt ist, hat sie doch erst vor kurzem An- 

wendung auf technische Probleme gefunden. Im Jahre 1916 habe ich gezeigt!), 
daß die Schnelligkeit der Verbrennung der Kohle auf dem Rost von der Geschwindigkeit 
abhängt, ımit der der Sauerstoff der Verbrennungsluft aus dem Gaskern nach der Öber- 
fläche der Kohle hindiffundiert. Die oben angeführte Gleichheit habe ich dann dazu 
benutzt, um diese nach der Kohlenoberfläche diffundierende Sauerstoffimenge aus dem 
Wärmeübergang zwischen Gasstrom und Kohlenoberfläche zu berechnen. 1921 hat dann 
H. Thoma?) den umgekehrten Weg eingeschlagen. Er benutzte Diifusionsversuche zur 
Bestimmung von Wärmeübergangszahlen. Neuerdings ist dieses Verfahren von Lohrisch‘’) 
nach der experimentellen Seite. weiter ausgebaut worden. Eine technisch sehr wichtige 
Anwendung der Gleichheit von Wärmeübergang und Diffusion läßt sich beim Kühlturm 
machen, da hier beide Vorgänge gleichzeitig auftreten. Eine daraus folgende Beziehung 
wurde von Lewis‘) aufgestellt und von Robinson’), Merkel‘) und Wolff’) geprüft. 

Im folgenden wird gezeigt, daß die in obigen Arbeiten verwendeten Gleichungen 
für den Zusammenhang zwischen der durch Diffusion ausgetauschten Gasmenge und der 
durch Leitung übertragenen Wärmemenge durch genauere ersetzt werden müssen. 

Ein fester Körper von der überall gleichen Oberflächentemperatur 7‘, werde durch 
einen Luftstrom gekühlt, dessen Geschwindigkeit w, und dessen Temperatur 7% seien. 


)) W. Nußelt, Die Verbrennung und die Vergasung der Kohle auf dem Rost. 2Z.d.V.d.T. 
1916 S. 102. 

?, H. Thoma, Hochleistungskessel. Berlin, Springer 1921. 

?) Lohrisch, Bestimmung von Wärmelbergangszahlen durch Diffusionsversuche, 
München 1928. 

*) Lewis, The Evaporation of a Liquid into a Gaz. Mechanical Engineering 1922 S. 445. 

°) Robinson, The Design of Cooling Towers. Mechanical Engineering 1923 S. 99. 

6) Merkel, Verdunstungskühlung. Forschungsarbeiten, herausgegeben vom VdI, Heft Nr.275(1925). 

I) Wolff, Untersuehungen über die Wasserrückkühlung in künstlich belüfteten Kühlwerken. 
München, Oldenbourg 1928. 


Dissertation 
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Nach Fourier strömt dann in der Zeit dt durch ein Flächenelement dF im Luftstrom 
in der Richtung n senkrecht zum Flächenelement die Wärme 


et . . . nz 


om 
Hierin ist — das augenblickliche Temperaturgefälle an der Fläche in Richtung der Nor- 
un 
malen und A die Wärmeleitzahl der Luft. Wendet man diese Formel auf ein Raumelement 
im Gasstrom an, so ergibt sich die folgende Differentialgleichung für das Temperaturfeld 
im Luftstrom: 
GE En Hr er 
dt 
Hierin ist '): 
y das spezifische Gewicht der Luft, 
c, die spezifische Wärme der (sewichtseinheit und 
) die Wärmeleitzahl der Luft. 


Dazu treten für die Geschwindigkeitskomponenten «, v und « die Navier-Stokesschen 
Bewegungsgleichungen. 

Beim Diffusionsproblem kann die Luft angenähert als einheitlicher Körper betrachtet 
werden, da das Molekulargewicht von ihren Bestandteilen Stickstoff und Sauerstoff wenig 
verschieden ist. Der Luft werde nun das diffundierende Gas, z. B. Ammoniak oder 
Wasserdampf beigemischt. Seine Konzentration an einer beliebigen Stelle im Luftstrom 
sei c, d.h. in 1m? Luft sind ce kg z.B. Ammoniak enthalten. Beim Modellversuch von 
Thoma wird die Öberfläche des festen Körpers aus Fließpapier gebildet, das mit kon- 
zentrierter Phosphorsäure getränkt ist. Von dieser wird das Ammoniak sehr lebhaft 
absorbiert, so daß dort der Partialdruck und damit die Ammoniakkonzentration sehr gering 
sind. Im Kühlturm geht der Diffusionsstrom von den Wassertröpfchen aus. Der Dampf- 
druek und damit die Wasserdampfkonzentration ist dann an der Oberfläche der Tropfen 
von der Wassertemperatur abhängig. Ist p. der Partialdruck des Diffusionsgases an der 
Oberfläche des Körpers und p. der im Luftstrom, so bewirkt die Partialdruckdifferenz 
P« Po den Diffusionsstrom. 

Ist nun wieder n die laufende Koordinate auf der Normalen zum Flächenelement 
dF, so diffundiert nach dem Grundgesetz der Diffusion von Fick die Dampfmenge 


o 


ra 
ieh . .: 2: 


In 
durch die Fläche dF hindurch. In dieser Gleichung ist 
c die Dampfkonzentration (kg m”?), 
Ei das Gefälle der Dampfkonzentration senkrecht zur Fläche und 
: die Diifusionszahl (m? s!). 
Betrachtet man im Luftstrom ein Raumelement,, so findet zwischen ihm und der 


Umgebung ein Dampfaustausch teils durch Diffusion und teils durch Strömung statt. 
Dies führt zu der Diflerentialgleichung 


er Bi: a Te ee 
dt 
Die Uebereinstimmung der Gl. (1) und (3) bzw. (2) und (4) ist sofoıt zu erkennen. 
Bei der Berechnung des Temperaturfieldes aus dem Diffusionsfeld oder umgekehrt kommt 
es nun aber auch auf die Gleichheit der Grenzbedingungen an. Den Temperaturen 7‘. 
und 7) beim Wärmeübergang entsprechen die Gaskonzentrationen c, und «© bei der 
Diiinsion. Aber während beim Wärmeübergang an der Oberfläche des gekühlten Körpers 
die Gasgeschwindigkeit null ist, ist bei der Diffusion dort eine endliche Geschwindigkeits- 
komponente senkrecht zur Körperoberfläche vorhanden. Man erkennt das leicht, wenn 


'), Hier und im folgenden bedeuten die Symbole für Größen, die von der Zeit f und den drei 
Koordinaten .r, y. z abhängen, wie z.B. 7 
aT oT OT oT IT a OT GT OT 
= Fu +0 +w-, VIT=- ++. 
dt ot Ir Oy Oz Ir“ öy? (2? 


v und w sind darin die Geschwindigkeitskomponenten in den Achsrichtungen. 
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man den eindimensionalen Diffusionsvorgang in einem Rohr im stationären Zustand be- 
trachtet. Ein Zm langes Rohr sei z.B. mit Luft und Ammoniak gefüllt. Nimmt man 
nun an, daß durch versuchstechnische Maßnahmen an den Enden des Rohres das Am- 
moniak auf verschiedener, aber jeweils konstanter Konzentration gehalten wird, so diffundiert 
in der einen Richtung durch das Rohr die Ammoniakmenge Gı kg h”' und in der andern 
die Luftmenge Gs. Ist x die laufende Koordinate, c, die Ammoniak- und & die Luft- 
konzentration, so ist 


Bi Bu © dcı 


. .: 6) und =k .. ee a a 
dx dx 
%, und %, sind hierin die Difiusionszahlen. Führt man die Partialdrücke pı und ps des 


Ammoniaks und der Luft ein, so kann man auch schreiben: 


’ d » 
G] RT= — kı ap j . . (6) und G; Rı T- ky r i A ; A (6 a). 
dx dx 
Die Integration der Gl. (6) und (6a) gibt 
Gi R; T= - kı Pı —+ C i . r (7) und G» R. T= Ka Pa — Ca j R ‚ . (7 a), 


also einen linearen Verlauf der Partialdrücke. Wenn man nun von einem Einfluß der 
Schwerkraft absieht, so ist der Gesamtdruck p, im Rohr konstant. Es ist also 


pı + Pa? zur Po : r . e i : : . ; . . (8). 
Aus den Gl. (7) und (7a) folgt dann 
Due . . % a. ta 80. 


und Gı RT= (73 IR, T = Vp : } i P 7 , : ! (10), 


d.h. bezogen auf den Gesamtdruck diffundiert in beiden Richtungen das gleiche Volumen. 
Außerdem ist mit den Bezeichnungen der Abb. 1 


k, k 
V= (pı —-—pı)= 
I 


(p." 1 ee (11) 


und G, = : (d’—a”) . . (12) bzw. Gh= ; (a"—y) .. . .(12a). 
Bei diesem Beispiel ändern sich also Partialdruck 
und Konzentration des Ammoniaks linear längs der 
Rohrachse. Anders liegen nun die Verhältnisse beim 
Diffusionsversuch von Thoma und beim Kühlturm. 
Auf das Rohr übertragen ändert sich die Grenz- 
bedingung an einem Rohrende. Verschließt man 
das eine Rohrende mit Fließpapier, welches mit Phos- 
phorsäure getränkt ist, so hat man den Fall des 
Thomaschen Modellversuches übertragen auf die 
lineare Diffusion, oder schließt man das Rohrende 
und bedeekt diesen Boden mit Wasser, so hat man 
entsprechende Verhältnisse wie beim Kühlturm. Mit 
dieser Anordnung haben auch Stefan und Winkel- 
mann die Diffusionszahl k für die Diffusion des 
Wasserdampfes in Luft bestimmt. Es wird nun ge- 
zeigt, daß hier beim stationären Diffusionsstrom kein 




















!inearer Verlauf des Partialdruckes längs der Rohr- B e EA 
achse vorhanden ist. Es diffundieren Luft und 

Ammoniak bzw. Wasserdampf wieder entgegen- ' Ö- ı r‘ 
„esetzt. Da aber jetzt das eine Rohrende für ut WW — x 

undurchlässig ist, kann im Rohr längs der Achse Abb. 1. 


xein Transport von Luft stattfinden. Infolge des 
Partialdruckgefälles der Luft muß in der Achsrichtung Luft diffundieren. Diesem mole- 
xularen Lufitransport muß ein konvektiver Lufttransport entgegenwirken, d. h. es muß 


ine fühlbare Gasströmung in Richtung der Rohrachse stattfinden. Sie werde mit « be- 


‚eichnet. Es gilt dann für die Luftströmung die Gleichung 


Gs — () — u 03 + ° j A ; s j . . r (13) 
dx 
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oder nach Einführung des Partialdruckes 


dp: 
NE Ve 


az 


Für die Strömung des Ammoniaks gelten die entsprechenden Gleichungen 


dc , 2 dp» \ 
G) = uUC); k . (1 ) und (7) R, = upı = k en (14 a). 
da dx 
Nun ist wieder 
pı +p2 =m. - er 
Damit folgt aus Gl. (13a) und (14a 
k dp; - 
u - ’ i 15). 
Pu yp da 


Setzt man diesen Wert von u in die Gl. (14a) ein, so erhält man für den Partial- 
druck des Ammoniaks die Gleichung 


r a kpn dp: ; j 
(rj RR, 7 — . . . . . . . . . ‚t14 b) 
po pi d HL 
deren Lösung mit der Grenzbedingung pı = pı für —=0 
(GR, 
N DE ar NET 
l Pı 


lautet. Es ist also hier kein linearer Verlauf des Partialdruckes längs der ltohrachse 
vorhanden, sondern ein logarithmischer. Mit 9 =pı” für e=1/ wird 


, k po ro pı 
(7] u In 


(17). 
R, TI Po Pı y 


Diese Gleichung, die schon von Stefan!) aufgestellt wurde, zeigt, daß die durch das 
Rohr diffundierende Gasmenge nicht mehr dem Gefälle des Partialdruckes proportional 
ist. Erst wenn pı gegen »» klein ist, gilt wieder 


„ 


u ] 67 > .’ ar / 
GG = it En (18). 
R, T ! l Ä 
Aus Gl. (15) und (16) folgt noch 
Ey , Buch 
u = Gi Vo . ’ . . . . . . . (19 F 
Po 


d.h. die Gasgeschwindigkeit u ist gleich dem pro Zeiteinheit durch die Flächeneinbeit 
des Rohrquerschnittes strömenden Ammoniakvolumen beim Gesamtdruck po gemessen. 
Hydrodynamisch sind also beim Ammoniakproblem an der festen Wand Senken von der 
Ergiebigkeit « vorhanden, und entsprechend bei der Verdunstung des Wassers Quellen. 
Da beim Wärmeübergang dort die Geschwindigkeit null herrscht, ist eine genaue ÄAehn- 
lichkeit zwischen Wärmeübergang und Diffusion beim Modellversuch von Thoma nicht 
vorhanden. Nur bei sehr kleinen Werten von Gh, also kleinen Partialdrücken des 
Ammoniaks, kann u=( gesetzt werden. Erst dann ist auch Aehnlichkeit der Grenz- 
bedingungen vorhanden. Dies soll im folgenden vorausgesetzt werden. Die Aehnlichkeit 
verlangt aber auch die Gleichheit der hydrodynamischen Gleichungen. Beim Modell- 
versuch von Thoma ist beim Difiusionsversuch die Temperatur überall gleich, beim 
Wärmeübergang ist sie verschieden. Hier ändert sich also die Luftdichte mit der Tem- 
peratur. Bei der Diffusion ändert sich die Gasdichte mit der Konzentration. Die Aehn- 
lichkeit gilt also nur, wenn 
N, ee EEE 
lo 30 

Ist. Hierin ist y. bzw. 70 die Dichte des Ammoniakluftgemisches an der Wand bzw. im 
freien Gasstrom. Auch die Veränderlichkeit der Zähigkeit mit Temperatur uud Ammoniak- 
konzentration wäre noch zu berücksichtigen. Da aber, wie oben gezeigt wurde, eine 
Aehnlichkeit überhaupt nur bei kleinen Ammoniakkonzentrationen möglich ist, gibt der 
Modellversuch nur Wärmeübergangszahlen bei sehr kleinen Temperaturdifferenzen. 

Günstiger liegen die Aehnlichkeitsbediugungen beim Kühlturm. Hier wird eine 
heiße Wasseroberfläche durch einen kalten trockenen Luftstrom gekühlt. Es strömt dann 
Wärme vom Wasser an die Luft und gleichzeitig verdampft Wasser, das ia die Luft hinein 


I) Stefan, Versuche über die Verdampfung, Wiener Berichte 1874. Bd. 68, S. 385. 
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diffundiert. Hier superponieren sich also Wärmeübergang und Dijiusion über denselben 
Strömungszustand. Zu den Gl. (2) und (4) treten dieselben hydrodynamischen Gleichungen 
und Grenzbedingungen. 

Im folgenden werden die aus der Aehnlichkeit folgenden Beziehungen für den 
Thomaschen Modellversuch und für den Kühlturm abgeleitet. 


I. Der Modellversuch von Thoma. 


Ein Körper von der Oberfläche F und der Temperatur 7,, wird von einem Luft- 
strom gekühlt, dessen Geschwindigkeit « und dessen Temperatur 7, sind. Die Wärme- 
abgabe des Körpers betrage @ kcal pro Stunde. Mit einem Körper derselben Gestalt 
werde nun der Diffusionsversuch ausgeführt. Der Luftstrom habe dieselbe Geschwindigkeit 
w, und sei mit Ammoniak von der Konzentration co gemischt. Durch das Absorptions- 
mittel, mit dem die Körperoberfläche behandelt ist, werde dort die Ammoniakkonzentration 
auf dem Wert c„ gehalten. Auf Grund des Diffusionsversuches ergebe sich, daß die Ober- 
fläche @ kg Ammoniak pro Stunde absorbiere. Welcher Zusammenhang besteht zwischen 
Q und @? Diese Frage werde im folgenden nach verschiedenen Theorien behandelt. 


1, Aehnlichkeitstheorie '). Sie liefert für die ausgetauschte Wärme die Gleichung 


r . PP 4 /E WW | N Cpi 
Q=IL(T. | L EN 
an 4 


Hierin ist 
, die Wärmeleitzahl der Luft, 
deren spezifisches Gewicht, 
; ihre Zähigkeitszahl, 
‘„ ihre spezifische Wärme pro Gewichtseinheit, 
I; eine Dimension des Körpers, 
/f eine zunächst unbekannte von der Gestalt des Körpers abhängige Funktion 
der beiden dimensionslosen Brüche. 


Für die Diffusion gilt entsprechend 


‚/Lwo Y n «4 
G=kLl (co — cu) f ( - . -) . . . . . . . (22). 
gm yk 


d 


Hieraus ergibt sich die gesuchte Beziehung zu 


(= uw. y N Cy 2) 
u . 
/ q ? I / Tu un In 


Ei e RE LE) 
G k Luoy ng Co—Cu 
r | gn ‚ y .) 
Aus den meisten Versuchen folgt, daß sich die Funktion f durch ein Produkt zweier 
Funktionen darstellen läßt 
Lwo yı" /Nep g\” 
—b ( ‘ ( j R i : . i . . j (24), 
/ gn ) 2 ) 


wobei die Konstanten von der Gestalt des Körpers abhängen. So habe ich?) für die 
Strömung von Gasen durch ein zylindrisches Rohr gefunden 


m 0,786 und n=085 . : 2.2 22.0. .(b). 
Zwei Gründe haben mich dann veranlaßt, die beiden Exponenten einander gleich zu 
setzen Nimmt man an, daß die Geschwindigkeitsverteilung im Querschnitt von der 
Dichte unabhängig ist, so sind in der Differentialgleiehung der Wärmeleitung die Ge- 
sohwindigkeitskomponenten u, v» und vw der mittleren Strömungsgeschwindigkeit wo pro- 


portional. In dieser Gleichung tritt dann nur der Bruch " / ” als Faktor auf. In der 


Y ® . ?, Cp qa 5 .. . * ” 
Funktion / muß dann m=n sein. Da ° ’ - wenig für die verschiedenen Gase im Wert 


schwankt, ist der Einfluß des Wertes von n auf Q gering. Deshalb wählte ich m —n 
und erreichte dadurch eine sehr einfache Gestalt der Gleichung. Ich habe sie dann aber 
ausdrücklich auf Gase beschränkt, denn es schien, da die Versuche von Stanton mit 
Wasser für m größere Werte ergeben hatten als ich für Gase gefunden habe, daß die 


» Nußelt, Das Grundgesetz des Wärmeüberganges, Gesundheitsingenieur 1915, S. 477. 
?) Nußelt, Der Wärmeüibergang im Rohr, Forschungsarbeiten, herausgegeben vom V.d. I, 
Heft 89, 1910. 
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Potenzformel nur in einem engen Bereich für Werte von gilt. Aus neueren Ver- 
NCyY 

suchen von Sonnecken und Stender') habe ich je nach den Versuchsbedingungen für 

m Werte zwischen 0,72 und 0,91 und für n solche zwischen 0,35 und 0,50 abgeleitet. 


” 


Merkel‘) gibt für dieselben Versuche m = 0,87 und n— 5 — 0,135 an. Rice?) setzt für 


) 


die Strömung in glatten Rohren m = ’/s = 0,83 und n = '/a = 0,50. Nun ist neuerdings 
diese Frage von Schiller und Burbach‘) wieder aufgegrifien worden. Sie finden meine 
Formel für (zase mit m= n auch für Wasser durch den Versuch bestätigt und begründen 
die Gleichheit der Exponenten auch theoretisch. Ich werde auf diese wichtige Frage an 
anderer Stelle nochmals zurückkommen. 


Mit Gl. (24) liefert Gl. (23) 





#) fi Y O9 k n Tas 7 , 

_ : ( 4 ) : (23a). 

@G k A Cy — Cw 

Führt man die Wärmeübergangszahl « durch den Ansatz 
Be Er 
ein, so wird 

4 YCy K\* 1 " 
F k / co — Cu 


2. Formel von Thoma-Lohrisch. Bei der Ableitung seiner Formel zur Berech- 
nung der Wärmeübergangszahl aus dem Difiusionsversuch geht Thoma von dem Fall 
aus, für den die Beziehung 

Re 
7 
besteht. Dafür gehen die beiden Difterentialgleichungen (2) und (4) ineinander über. Das 
Temperaturfeld ist dann dem Konzentrationsfeld proportional und es besteht für die Gefälle 


an einer beliebigen Stelle in den Feldern die Beziehung 


oT 
on To-— Tu 
DER Eee a en 
IC Cy—Clu 
In 
Aus den Gl. (1) und (3) folgt dann sofort die gesuchte Beziehung 
Q A To-To 
ET Te er Pu (30), 
G k CO”C»# 
die auch mit Gl. (28) 
() Tu —To ” 
m Cy Y . . ; . ; . . . . (30a) 
(y cu) — (u 


geschrieben werden kann. Führt man nach Gl. (26) die Wärmeübergangszahl « ein, so 
wird dafür f 
7 | 
U y(C, Nr ae Ru WERE (31). 


<a 
Für den Dififusionsversuch mit Ammoniak in Luft ist aber die Gl. (28) nicht erfüllt. 
Nach Thoma gilt dafür 
/ 
wäh. re ee 
rt (255) 
Für diesen Fall benutzt Thoma auch die Gl. (30a) bzw. (31). Als Korrektions- 
faktor multipliziert er ihre rechte Seite mit der Konstanten der Gl. (28a). Er setzt also 


2 To—T. A Toe—T 
BE. v6, r To en (32), also s — PR TER (32a) 


I 
G Y C} k ’ co —Cw (Fr k co — (Cu 


Nußelt, Die Wärmeübertragung an Wasser im Rohr, Festschrift anläßlich des 100 jährigen 
Bestehens der Technischen Hochschule Fridericiana zu Karlsruhe, Karlsruhe 1925, S. 366. 
3), Merkel, Hütte, des Ingenieurs Taschenbuch, 25. Auflage, Berlin 1925, Bd. 1, S. 454. 
3) Rice, Free and foreed conveetion in gases and liquids Il, Phys. Rew. 1924, Bd. 33, S. 306. 
*) Sehiller und Burbach, Wärmeübertragung strömender Flüssigkeit in Rohren, Phys. Zeitschr. 
1928, Bd. 29, S. 340. 
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Damit wird 
G@ 4 | 
= . a 
F k Co —Cu 
Die Gl. (27) geht nur in diese über, wenn n—= 0 wäre. 
Zur Begründung dieser Gl. (32b) leitet Thoma aus Aehnlichkeits- und Impuls- 


betrachtunpgen für den Wärmeübergang die Gleichung 


en L wo y - 
Q=genL(T.— To) ( = en 
ab. Schreibt man sie in der Form 
[ rm m \ cp Lw,; 14 
Q=AL(T.— Tı) Ig ( Z\ eh + 
4 gNn 
so erkennt man, daß sie ein Spezialfall von Gl. (21) ist, insofern als 
Lwoy 7% NCy Lwoy 
r( -L, d— al 2) Far 
gr I /. vis 
gesetzt ist. Aus Gl. (33) folgt 
9CpNnL Lwoy a4 
AÜ= : Y ( 7) . j ‚ u . i ; : : (35 . 
F gn 
i nn L LwoYy 
die auch eier, ( ER ee ea, U 
v F gr 


geschrieben werden kann. Thoma benutzt nun diese Gl. (35a), um damit aus Gl. (31) 
die Gl. (32b) abzuleiten. Ich kann der Schlußfolgerung von Thoma nicht folgen, denn 
setzt man in die Gl. (23) für die Funktion f die Thomasche Beziehung nach Gl. (34) 
ein, so ergibt sich 

Q T.— To 


sr (2 ‘ 

r = ’ r . . . . . . . . . . « Ü a 

G d p c00— Cu I ) 

und G 1 e 
“= YCo er ER 4 A re 


93 
F Co — Cu 


Der Thomasche Ansatz nach Gl. (34) führt also wieder zur Gl. (31) zurück und gibt 
nicht die von Thoma benutzte Gl. (32b). 

Bisher wurde immer angenommen, daß sich die Aenderung des Feldes nur auf die 
Umgebung des Körpers erstreckt. Wird der ganze Strömungsquerschnitt beeinflußt, so ist 
eine andere Definition von «@ nötig. Man setzt ! 

Be aan re: A 
wobei 7 die mittlere Temperatur im Stromquerschnitt über dem Oberflächenelement des 
Körpers d# ist. Außerdem gilt die Gleichung 

Beh nn 3 a er ara AN 
in der V, das am Körper in der Zeiteinheit vorbeistreichende Luftvolnmen und 7, — 7, 
seine Erwärmung durch den heißen Körper ist. Aus den Gl. (36) und (37) folgt 


Vo Y Cp Ts a To 





KU = In . . . . . . . . . (38). 
F To To 
Setzt man 
T—T x | 
==... IT 
To — To 
so kann man auch schreiben 
V. c 1 
au 22 I a a TE SE Fer 
F (2 


Für den Diffusionsversuch ergeben sich bei der gleichen Luftmenge Vo 
6 m BB . . . . . . . . . . . (40), 
co Co 
wenn cs; die Ammoniakkonzentration der Luft hinter dem Körper ist. Für den Spezial- 
fall 1, der die Gültigkeit der Gl. (28) voraussetzt, wäre 


se, . . : . . R oo. . . . tl), 


also die gesuchte Wärmeübergangszahl 


Vo ve 1 ‚ 
Kk — - ? In . ° ° r ° e . . ° . 42), 
F 1—: 




















rn], 


ET LEEETLTEETETE ZZ 


a a Dee 
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Für den allgemeineren Fall nach Gl. (28a) setzen Thoma nnd Lohrisch wie oben 


/ Vo YCy 1 


ü& = In ER Ey ER DEE 43) 
YCpk F 1—e ( Jh 
R vv 4 
also em —:—h ee 5 RE 
F k 1—: 


Die richtige Formel erhält man wie folgt. Man eliminiert aus den Gl. (37) und 
(38) die Temperatur 7% und erhält 


Vo 4 Cp 1 


Ü — In Sn ı (44). 
F Q 
1 
Vo Cz (Te T'o) 
Nun ist nach Gl. (23a) 
() / Ylpokı“ | 
= - 6 ) (23a) 
"o— To k , cCo”"Cu 
Setzt man für 
G —= Vo (Co Ca) (45), 
so wird 
/ YCpk oG—( 
® > u V. (‘ - ) : (46) 
To - I, h co Cw 
und damit nach Gl. (44) und (40) 
VoYCp 1 " 
SPRE. Bii di ga a a are ME 
F sk 
ERTL 
Y(pk 


Diese Gleichung hat also an die Stelle der Gl. (43a) von Thoma-Lohrisch zu 
treten. Bei den Versuchen von Thoma ist & im Mittel 0,25. Setzt man in die Gl. (47) 
den Wert der Gl. (28a) ein und außerdem n—=m= 0,6, so gibt die G]. (47) einen um 
Il vH kleineren Wert für «, als die Thomasche Gil. (43a). 


Eine weitere Ungenauigkeit ergibt auch die Berechnung von & nach Gl. (40). 
Thoma setzt hierin c„== 0, indem er annimmt, daß infolge der starken Absorptionskraft 
der Phosphorsäure für Ammoniak dort der Partialdruck des Ammoniaks null ist. Da 
aber durch die Grenzschicht Ammoniak hindurch diffundieren muß, muß auch ein end- 
licher Dampfdruck des Ammoniaks an der Oberfläche vorhanden sein. Er kann natürlich 
recht klein sein, aber es ist notwendig, ihn erst einmal zu messen. Lohrisch verwendet 
beim Thomaschen Modellversuch auch Wasserdampf, indem er das die Körperober- 

fläche bildende Fließpapier mit Wasser 

sättigt. Bei der Berechnung von € nimmt er 
an, daß an der Körperoberfläche der der 

Wassertemperatur entsprechende Dampf- 
] druck herrscht. Im 2. Kapitel über die Ver- 

dunstung im Kühlturm wird gezeigt, daß 

der Dampfdruck an der Körperoberfläche 
kleiner als der Sättigungsdruck ist. 


3. Die Grenzschichtentheorie. In 

ihrer ursprünglichen und einfachsten Gestalt 

wird bei ihr vorausgesetzt, daß der am 
Körper vorbeistreichende Luftstrom sich aus 

% zwei scharf getrennten Teilen zusammen- 
| setzt, aus der Grenzschicht, die an die Kör- 
4 peroberfläche grenzt, und aus dem übrigen 

I Flüssigkeitsstrom. Jene führt laminare Strö- 
mung, diese turbulente, die man in erster 
Annäherung durch eine Potentialströmung 
ersetzt. Man nimmt nun an, daß in dieser 














Boy 
u — 
u 








ein voller Ausgleich der Temperatur bzw. 

ee Z6 der Ammoniakkonzentration eintritt. Die 
Abb. 2 zeigt dann auf einer Normalen zur 

Abb. 2. Wand die Verteilung der Temperatur 7 
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bzw. der Konzentration c beim Wärmeübergang bzw. beim Modellversuch. Die Stärke 
der Grenzschicht sei Für den Wärmeübergang gilt dann 
/ F ( Fi . T) 
J= ’ en% u . (48) 
und für die Diffusion 


ee 05 4; | yı, 


Damit wird auf Grund der einfachen Grenzschichtentheorie 


Q ER . u 
——— v j . . e . : . . . : (0) 
(1 k Co — (op 
und damit 


e 4 | ’ 
(£ ” 2 . . ° . ° ‚ r r (vo | ). 
F K Dr 


Sie ist identisch mit der Thomaschen Gl. (32b) und mit der Gl. (27) für n—0. 


4. Die Impulstiheorie. Die Impulstheorie ist eine Uebertragung gaskinetischer 
Vorstellungen auf die turbulente Flüssigkeitsbewegung. In ihrer einfachsten Gestalt 
nimmt man bei ihr zur Erklärung des Wärmeiüberganges an, daß aus dem turbulenten 
Flüssigkeitsstrom ein Gasvolumen V mit der Temperatur 75 auf die Wand trifit, sich 
dort auf die Wandtemperatur 7‘. erwärmt und mit dieser in den Flüssigkeitskern zurück- 
tritt. Es nimmt also die Wärme 


BDERIaIE ui ,. . e na 
an der Wand auf, um sie an die Flüssigkeit abzugeben. Damit wird 
Vyo 
“— ne Er a a a 9 (53). 


Das Volumen V enthält beim Difiusionsversuch co kg Ammoniak. Beim Auftreffen auf 
die Oberfläche des Körpers wird von dieser das Ammoniak bis auf die Konzentration c, 
absorbiert. Es wird also 


G=V (co Eos Co. } . . . j & , z ; - (5 1). 
Aus GI. (52) und (54) folgt 
() Tu ” To rr 
(G » Co (9 
und damit 
(Y 1 
u — .yce, er u‘ : 56). 
F / ] Co- a ( / 


Diese Gleichung folgt auch aus Gl. (27) für n—=1. 


5. Vereinigung der Grenzschichten- und Impulstheorie. Es werde nun an- 
genommen, daß im turbulenten Kern kein voller Ausgleich von Geschwindigkeit und 
damit Temperatur bzw. Konzentration eintritt. An der diesem Kern zugekehrten Seite der 
(Grenzschicht sind dann die Temperatur 7, bzw. die Konzentration c, von Tu, bzw. co ver- 
schieden. In der Grenzschicht erfolge der Austausch nach der Grenzschichtentheorie. Im 
freien Gasstrom gelte die Impulstheorie. 

In der Grenzschicht gilt dann 


= Fi7„,—- 7)» ss - 57) mi G= Biel » :.4 * » IR) 
Y Y 
also 
Q A Tu—Te | 
_ (59). 
G ko tin N 
Für den turbulenten Strom ist dagegen 
Q=Vy.(t—T) : -» -» 6) md G=-Vlm-—rc) - . ME ; ;° 
also 
ir Bas 7 
? =76(0 : R . . . . . . . . . . (62). 
(r a j 
Man kann nun annehmen, daß angenähert 
ze en Er a n 
= A 5 . . . . . ’ . . . (65), 


To— To 
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also gleich einer Konstanten ') ist. Dann wird auch 


{ C. u Co > 
; — b ° . . . . j j a . . (64), 
R Co EaeS Cu 
i also gleich einer konstanten Größe. Aus Gl. (63) und (64) folgt 
E F- vk ä A 7 f 
| — wein , . (63a) und =1-b. . 0.0... (64). 
R Tu lo Co — Cy 
: Damit gehen die Gl. (59) und (62) über in 
( / da Zu T “ 1 a 1 “ vn T, / 
Eu —. ° ,„ (69e) md *—- Y 6y i (62a). 
G K b Cy— Cw G 1—b c9=-Cw 


Aus der Gleichheit der linken Seiten dieser Gleichungen folgt 


a \Yopk r 
—=( (1 — a) {ZZ (65) 
b ) 
Es wird also das gesuchte Verhältnis 
( /. Y Cn k To T / > 
’ — (a + (1a) : E (66). 
G k I / cu 


Vergleicht man diese Gleichung mit Gl. (23a), so erkennt man, daß sie sich nur 


a : . a : . . Y Cp k ’ 
in der Funktion unterscheiden, die die Abhängigkeit vom Bruch ‘ 7 angibt. Da n >0 


>UV. j . . s Cp k .. 
und az, ist, so geben beide eine Zunahme mit steigendem Wert von / Fi an. Für 
Gase kommt nur ein enger Bereich dieses Bruches in der Nähe von 1 in Frage. Ver- 
langt man dort ein Zusammenfallen beider Linien, so erhält man für den Zusammenhang 


der beiden Konstanten yon WET Dr. 


TE EEE CE ie Aa. ER 


N Bet 


% 
Fr 
* 





Setzt man also z.B. n = 0,4, so wird a = 0,6. 


Il. Die Verdunstung von Wasser. 


Es ist wohl das Verdienst Stefans, zuerst erkannt zu haben, daß die Verdunstung 
von Wasser ein Problem der Diffusion ist. An Hand desselben entwickelte er eine 
Theorie der Diifasion. 
Es sind bei der Verdunstung mehrere verschiedene Fälle zu unterscheiden. Be- 
i trachtet man zunächst eine ruhende Wasserfläche, die die gleiche Temperatur wie die 
darüber gelagerte Luft hat. Wenn die relative Feuchtigkeit der Luft kleiner wie 1 ist, 
so verdunstet Wasser, d. h. von der Wasseroberfläche diffundiert überhitzter Wasserdampf 
in die Luft hinein. Da bei gleichem Zustand der Wasserdampf leichter als die Luft ist, 
entsteht eine Luftströmung. Ueber dem Wasser bildet sich ein aufsteigender Luftstrom aus, 
der von der Seite trockene Luft zur Wasserfläche heransaugt. Dadurch wird die Ver- 
dunstung vergrößert. Bläst ein Wind über die Wasserfläche, so findet infolge der T'ur- 
bulenz eine weitere Steigerung der Verdunstung statt. Ist die Wassertemperatur von der 
Lufttemperatur verschieden, so findet im ersten Fall eine wesentliche Beeinflussung der 
Verdunstung statt, weil durch den dadurch entstehenden Wärmeaustausch die Konvektion 
beeinflußt wird. 


1. Verdunstung bei Windstille und Temperaturgleichgewicht. Ueber einer 
Wasseroberiläche von der Größe / und einer ausgezeichneten Dimension ZL lagere Luit, 
deren Dichte in einiger Entfernung ’o und deren Feuchtigkeitsgebalt « sei. An der 
Wasseroberfläche sei der Dampigehalt der Luft c„. An einer Stelle über der Platte 
reichert sich infolge der Verdunstung die Luft mit Dampf an; sie wird leichter und er- 
leidet dadurch einen Auftrieb Z im Betrage von 


| 





Z=(e- a)“ —ı) ee 


u 


I), Neuerdings zeibt Prandtl dafür in einer Abhandlunz »Bemerkung über den Wärmeüberzang 
im Rohr Phys. Ztschr. 1928, Bd 29, S. 487 den Wert 
gen V gr 
. P 
I un d Y 
\ 8, 


gCpN g! 
1 + | - . 1) e V 
I ww d Y 


an, in dem der Beiwert e noch unsicher ist. Er liert zwischen 1,1 und 1,75. 


zT 
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wenn «4 das scheinbare Molekulargewicht der trockenen Luft und u, das Molekulargewicht 
des Wasserdampfes ist. Für das Diffusionsfeld gilt dann zunächst wieder die Diifusions- 
gleichung (4). Für die darin vorkommenden Geschwindigkeitskomponenten gelten die 
Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen, von denen die in Richtung der negativen 
Erdschwere als äußere Kraft den Auftrieb Z nach Gl. (68) enthält und daher lautet 


Yyıdıw R n 
ee Te 5 3 
g dt 


Hierin kann auf der linken Seite die Luftdichte y. konstant gesetzt werden. Eine 
Aehnlichkeitsbetrachtung liefert für das Konzentrationsgefälle an der Wasseroberfläche 


die Beziehung ü 2. 
: L’y ( —— ı) (Co — 0 
ac Cw—cC u qr en 
- fe D u m warn A 0). 


dz L 


Ist nun @ die auf der Wasseroberfläche F pro Zeiteinheit verdunstende Dampf- 
menge, so befolgt sie die Gl. (14). Setzt man darin für « den Wert nach Gl. (19) und für cı 


’ 


g r, 2 k y 


w #0 . ’ —kF de . 
Cu = . ee A so wird G= ee 
RT Pw dz 
Hierin ist p der Gesamtdruck. p 


Setzt man hierin das Konzentrationsgefälle nach Gl. (70) ein, so wird die ver- 
dunstende Dampfmenge 


ET Bu | 
| ü Pw L gg 
p 

2. Verdunstung bei Wind und Temperaturgleichgewicht. Ueber eine Wasser- 
fläche ströme Wind, dessen Geschwindigkeit in einiger Entfernung vom Wasser den 
gleichmäßigen Wert wo habe. Die luft- und Wassertemperatur sei dieselbe. Vom Einfluß 
der Schwerkraft kann dann, wenn die Geschwindigkeit einige m/s übersteigt, abgesehen 
werden. Hierfür gelten die Betrachtungen und Formeln des Abschnittes Iı). Es ist dem- 

zufolge nach Gl. (22) die verdunstende Wassermenge 


i 3 ? 0y 
G=kL(u- 6) f\ u A ’) TEE A N, 
gn Yk 


‚9 ae 2 


Wenn man wie dort die Annahme macht, daß die durch die Verdunstung senkrecht 
zur Wasseroberfläche entstehende Geschwindigkeit vu gegen die Windgeschwindigkeit ws 
vernachlässigt werden kann, kann die Funktion f der Gl. (22) aus dem entsprechenden 
Wärmeübergangsproblem nach Gl. (21) übernommen werden. Es liegen hier die Versuche 
von mir und Jürges') vor. Eine elektrisch auf 50° C geheizte Kupferplatte von 0,5 m 
Seitenlänge wurde durch einen Luftstrom von 20°C gekühlt. Für w > 5 ms! wurde für 
die Wärmeübergangszahl Gm 6,14 we koalmh=!°C-'. . . . 2 2 8» (74) 


gefunden. Daraus folgt, daß in Gl. (24) die Funktion f, wenn man m=n setzt, den 


Wert hat rn LN6, 98 
f= 0,065 (“ . ee re a 

/ . ° ol 0,78 
In Gl. (22) wird damit f = 0,065 — ) a 


Es gilt somit für die auf einer quadratischen Wasserfläche von der Größe F m?’ 
in der Stunde verdunstende Wassermenge die Gleichung 


k 0,22 
G=39 F(,) we, —o)kgh”"!. . . 2 2. .(76). 
Hierin ist die Diffusionszahl & nach Versuchen von Mache‘) 
0,078 / T\H9 , 
k —= ( ) m? h! R . ä . i i ; s (7 7), 
p 273 


worin der Gesamtdruck p in at einzusetzen ist. 


) Nußelt und Jürges. Die Kühlung einer ebenen Wand (durch einen Luftstrom Gesundheitsing. 
1922 S. 641. 

2) Mache, Ueber die Verdunstungsgeschwindigkeit des Wassers in Wasserstoff und Luft. Wiener 
Sitzungsber. 1910, Bd. 119, S. 1399. 
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3. Verdunstung mit Wärmeaustausch bei Windstille. Es werde jetzt ange- 
nommen, daß die Temperatur der Wasseroberfläche 7, von der Lufttemperatur 7%, ver- 
schieden sei. Es findet dann neben der Diffusion des Wasserdampfes ein Wärmeübergang 
statt. Beide Vorgänge sind hier durch die entstehende Luftströmung miteinander gekup- 
pelt, insofern als der Auftrieb der Luft verursacht wird wie im Fall IIı) durch das 
geringere spezifische Gewicht des Wasserdampfes und außerdem durch die Erwärmung 
der Luft. An die Stelle von Gl. (65) im Abschnitt Il 1) tritt hier für den Auftrieb Z von 
im? der Wert 

Z Jor T- To) + (e Co) | Br ı) Baer en (68a). 
u 
Hierin sind 7’ und ce Temperatur und Feuchtigkeitsgehalt an einer Stelle im Feld. yo ist 
das spezifische Gewicht der trockenen Luft in großer Entfernung von der Wasserober- 
fläche bei dem dort herrschenden Zustand (p, 75). r ist der Ausdehnungskoeffizient der Luft 


r—= 1/7 : } R : A ; i ; R ö ö (78). 
Für nicht zu eroße Uebertemperaturen kann näherungsweise 
g 
Pe he ee et an (78a) 
gesetzt werden. Damit wird 
ö 3 0 nm r, : / 44 \ DD 
Z T-To)+(e—n)(-1). .» » . .. . . (68b) 
lo u 


der Wert der äußeren Kraft in der Bewegungsgleichung (69). Hierzu treten die Gleichung 
der Wärmeleitung Gl. (2) und die Differentialgleichung der Difiusion Gl. (4). Setzt man 
zur Abkürzung 


a 1 
L? “ 1 . [3 yo ( 1) Cu -CH 
f ya” ( i ni Ta) /. y ‚ 7 . K nr 
— B —(, RE =E und “=D (79), 


„ rpm , 
gn“ 7 gCp gm” ar 


J 


so führt die Aehnlichkeitsbetrachtung zu den Beziehungen 
G—kL(u—%)®ı (B,E,0,D) (80) und Q=AL(T.— T,) P,;,(B,E,C,D) (80a). 
Hierin sind ®, und ®, zunächst noch unbekannte Funktionen der Größen B,E,CundD. 
Bedeutend einfacher und übersichtlicher wird das Ergebnis, wenn man annimmt, 
daß die Gl. (28) gilt 


/ 


k — .,.....(28) und damit C=D. . . . (28a). 
Cz Yo 
In diesem Falle sind 7 und e einander proportional. Es gilt die Gl. (29) und damit wird 
() / (Tı. ng To) Tu — To 
= — yo Cp i ‚ n . R ‚ . (81). 
G k (Ci —— CH) Cw — co 


Die ausgetauschte Wärme und die verdampfte Wassermenge stehen also in sehr einfacher 
Beziehung zueinander. Setzt man in die Gl. (81) die Werte für @ und Q nach Gl. (80) 
und Gl. (80a) ein, so wird 


D, in D, B . . : ’ 5 ; r i r (s1a). 


Sie gilt nur, wenn die Gl. (28) erfüllt ist. Zur Bestimmung der Funktion ® führt man 
zweckmäßig eine neue abhängig Veränderliche ein: 
‚mn Pan T u 
2 == T— T', jr - ( ng 1) ie . . . . . . (82). 
Yo ui : 
Es ergeben sich dann die Differentialgleichungen 


vo dw yo ap d!? re 
> = —Q +nV’w, YoCp AU 3040,20, Au 
g dt To dt 
aus welchen durch Aehnlichkeitsbetrachtungen für das Gefälle an der Oberfläche des 
Wassers folgt: 
Tuf u 
To — To + ( — 1) (Co — ©) 
0) vo \uı 


BIER... JR | TREIBT: 3:2: wre 


On L 


Dieses Gefälle kann auch aus der Gl. (82) berechnet werden. Aus ihr folgt 


02 AT, Taf De 
PFRL.:A. + (1) Be ET TINTE 


In J'n 1; On 
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Vernachlässigt man an der Oberfläche des Wassers die Quellengeschwindigkeit u, so 


gelten die Gl. (1) und (3): 


oO T & 


Q= —ı FÜ () und G=-—k var, 4" (3). 
On on 
Aus den @l. (1), (3), (81), (84) und (85) ergibt sich 
0 re = /(B+E)D) und Q="" - /B+E)C]) . (se). 


Die zweite der Gl. (86) muß auch gelten für —co= 0, also für E= 0. Sie geht 
dann in die normale Wärmeübergangsformel über. Ist diese also bekannt, so kann damit 
auch die verdunstende Dampfmenge @ berechnet werden. 

Auf Grund der Versuche über den Wärmeübergang') kann für große Werte von 
B/C gesetzt werden: 


h) Fer ug z 
n “ IF B f ‚ri rm \ F / L’ y“ Cp (Ti ” To)? 
— (A / \ lea — ( —— C ). V - r 
Q Cı 4 1 Z L A 4 To 
worin der Beiwert C, von der Gestalt und Lage gegen die Schwererichtung abhängig ist. 
Mit Gl. (87) wird nun nach Gl. (86) 


4 


u 
} / i A ı) (Co — Cu) 
B+E F L’ yo (To To) \ 41 


G=-Ck ; | — (0 0)= Ok Y — = vs — (e.— co) (88). 

Es ist zu beachten, daß diese Gleichung zunächst nur gilt, wenn Gl. (28) erfüllt 
ist, also C—=D ist. Für k,},y,n und c, sind die Werte des Dampfluftgemisches, und 
zwar Mittelwerte über das ganze Feld genommen, einzusetzen. %k ergibt sich aus Gl. (77). 
Die Wärmeleitzahl A der Luft ist nach der von mir angegebenen Formel’) 


N ge 
HOT SEUENFT Zaire , , , 5 (0b). 
117 
1 + 
7 
Da die Wärmeleitzahl des Wasserdampfes für den in Betracht kommenden Tem- 
peraturbereich nur wenig kleiner ist als die der Luft, so kann die Wärmeleitzahl des 
Dampf-Luftgemisches gleich der der Luft gesetzt werden. Y und c, sind nach der Formel 
für Gasgemische zu berechnen. So wird 
bei = 0 50’C6 
/ (90). 
— 0,87 084 \ 
k; Cp ) 
Dieser Bruch ist für das Dampf-Luftgemisch von 1 verschieden. Hierfür gelten 
also die Gl. (80) und (80a). Da sie im Grenzfall für C=D in die GI. (87) und (88) 


übergehen müssen, kann man in erster Annäherung wohl allgemein schreiben 


4 
k F (Co a Ch) v’ + E 


G=( (91) 
D | 
n 4 
und „F(T,— To) 1/B + E 
Q=6ı =. (92). 
L, c | 
Es wird dann G En ve 
— 93) 
Q 7 | D Tu— To t 
oder G ke | A o w-—ec 
V ee ie chen 
Q be k Cp Yu pr To 


Wird im Feld der Taupunkt unterschritten, so tritt Nebelbildung ein und die 
(Gleichungen verlieren ihre Gültigkeit. 

Die Gl. (87) und damit die Gleichungen (88), (91) und (93) gelten nur bei großen 
Differenzen der Temperatur bzw. der Wasserdampfkonzentration. Für kleine Differenzen 
liegt nur eine graphische Darstellung der Funktion f(B/C) vor. Aus ihr geht hervor, 
daß sich f für B+ E= 0 einem konstanten Wert nähert. 


) Nußelt, Die Wärmeabgabe eines wagrecht liegenden Rohres oder Drahtes in Flüssirkeiten 
und Gasen. Z.d. V.d.I. 1929 S. 1475. 
*-) Nußelt, Das Grundgesetz des Wärmeüberganges. Gesundheitsingenieur 1915 S. 4 


- 
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Ist die Lufttemperatur 7% größer wie die Temperatur der Wasseroberfläche 7',, so 
kann es bei endlichem Wert von 7%, — 7, und c„—co vorkommen, daß B-+ E—=0 wird. 
In diesem Fall findet keine konvektive Strömung statt, sondern nur ein molekularer 
Transport von Wärme und Wasserdampf. Also für 


h) To—T. To ; 
B=-—-E. . . . (9) oder — N (# 1): Tr 
Cu cu Yo 1 

wird G = C» kL (Ca u co) . : : . e i . j : . (96) 
und u BREI EN 0a Ta 

{ j r k w — Ci 
und damit en EC 

Q N, Io — To 


Der Beiwert C, ist von der Gestalt der Wasseroberfläche abhängig. 


4. Verdunstung mit Wärmeaustausch bei Wind. Wie im Falle II (2) ströme 
Wind mit der Geschwindigkeit ww, an einer Wasserfläche vorbei. Es seien aber jetzt die 
Wassertemperatur 7, und die Lufttemperatur 7, verschieden. Setzt man kleine Partial- 
drücke des Wasserdampfes voraus, so bleiben die Gleichungen (21), (22) und (23) des 
Abschnittes I(1) auch hier bestehen. Da aber bei 50° C der Teildruck des Wasserdampfes 
bereits 0,125 ata beträgt, sind sie zu erweitern. Für die Reynoldsche Zahl werde zur 
Abkürzung noch gesetzt 
L wo yo 


N ..n Green. 
gn 


Auf Grund der Aehnlichkeitstheorie gilt an der Wasseroberfläche zunächst wieder 
oT T«—T , De Co—cC Ä \ \ 

= -FR,C). . 9) nd —— = 7 IfRD . . . (99). 

I; On I; 
Dabei ist Z bei einer ebenen Wasseroberfläche, z. B. einem Teich, die Hauptabmessung 
und bei einem Wassertropfen sein Durchmesser. An der Wasseroberfläche besteht ferner 
nach Gl. (14) zwischen der verdampienden Wassermenge und dem Konzentrationsgefälle 
die Beziehung 


on 


Ra) 
ea ee ran . (14a). 


(en 


G 


Hierin ist nach Gl. (19) 
G Rı Tı 
u: er a (19a). 
Fp 
R, ist in dieser Gleichung die Gaskonstante des Wasserdampfes, und p ist der gesamte 
Gasdruck. Es wird damit 
G Pr | 
Ulh, = £ Pa ee, SSL Ge 
Fp 
wobei p. der Partialdruck des Wasserdampfes an der Wasseroberfläche ist. Setzt man 
den Wert von Gl. (100) in die Gl. (14a) ein, so wird das Konzentrationsgefälle an der 


Wasseroberfläche 


{ Pır 
0 (1 -””) 
386 p 


u = EA nn a Ye 
On kF 
Ebenso gilt dort für den Wärmetransport 
mm rm oT 
E —= uyc,(Te— T)—R -; a kn + en 
r on 
und mit Gl. (19a) 
OT ) f en er \ 
u 225 (Q— (7 Cp ($, —n Th) Pr r r ° . . (102). 
on I F u 


Aus den Gleichungen (99), (99a), (101) und (102) ergibt sich die gesuchte Be- 
ziebung zwischen Q und @ zu 
a _ (i ee) (Ta — To) FR, 0) u 


z— + e,1T, fs) ee 
G \ p/ Klce— co) FR, D) u > \ 


Setzt man nun wieder für die Funktion f den Wert nach Gl. (24) ein, so wird 


- Pe (: = -) A (% > ss Te — To > [2 e (T, ei rn) (103a). 
' p 1 


k I Ch aa co 4] 
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Aus Gl. (101) und GI. (99a) ergibt sich mit GI. (24) 
BEF(oo— ch) MN” 


G= a use 2% KM 
5 (i Pu 1. D" 
p 
und damit nach Gl. (103a) 
BF(T.—To) [ U Cp k (Ce — Co) n 
= - I Mi. 5 7402 A 
L 7» Po 
1 (1! — D" 
yp 


Ist c„=öo, so findet keine Verdunstung statt und Gl. (105) geht in Gl. (24) über. 


5. Die Dampfspannung an der Wasseroberfläche. Es liegt nahe anzunehmen, 
daß an der verdunstenden Wasseroberfläche die Dampfspannung gleich der Sättigungs- 
spannung ist, die zur Wassertemperatur 7’, gehört, daß also p. —=p, ist. Damit wird dann 
die Dampfkonzentration an der Wasseroberfläche 


G=Yy = . . . : . . j . . (106), 


gleich der Sättigungsdichte. Daß dem aber nicht so ist, hat schon Winkelmann!) 
vermutet und dann Mache?) gezeigt. Er findet auf Grund von ausführlichen Verdunstungs- 
versuchen in einem zylindrischen Rohr, daß zwischen der verdunstenden Wassermenge 
und obigen Drücken die folgende Beziehung besteht 

G , 
Fu Be ra «A, 
d.h. der Dampfdruck über der Wasseroberfläche ist beim Verdunsten immer kleiner als 
der Sättigungsdruck, der zur Temperatur der Wasseroberfläche gehört. Der Beiwert A) 
ist eine Temperaturfunktion, die leider noch nicht genau fest liegt. Führt man in die 
Gl. (107) statt der Partialdrücke die Dampfdichte ein, so wird 

G ie 

F — Pı (e Ce) . . . . . . . . . . (108). 
Hierin ist ec” die Sättigungskonzentration des Wasserdampfes bei der Wassertemperatur T'.. 
ßı ist ein von der Temperatur abhängiger Beiwert, der nach den Versuchen von Mache 
die in der Zahlentafel 1 enthaltenen Werte abhängig von der Temperatur des Wassers 
annimmt. Leider ist gerade in dem technisch so wichtigen Temperaturbereich zwischen 
0 und 50° C mur ein Versuchswert vorhanden. 


Z,ahlentafel ı. 








tw °C Ko h“' 9 mh”! 
92, 0,0086 148 
87.8 0.0080 133 
821 0.0054 108 
27,5 0,084 925 


6. Anwendung auf das Augustsche Psychromeiter. Für viele technische 
Anwendungen der oben entwickelten Gesetze der Difiusion ist es zweckmäßig, analog 
der Wärmeübergangszahl eine Verdunstungszahl einzuführen, wie ich das auch schon bei 
der Behandlung der Verbrennung und Vergasung der Kohle auf dem Rost getan habe. 


Man setzt G=ßPF("—-ca)keh"! . . .. 2.2.2. .(109). 
Daraus ergibt sich die Dimension der Verdunstungszahl zu 
YES) Be EEE; \ 7 


Beim Psychrometer von August findet die Verdunstung am feuchten "Thermometer 
bei Windstille statt. Für die in der Zeiteinheit verdunstende Wassermenge gilt deshalb 
die Gl. (91). Führt man in sie auch eine Verdunstungszahl ß, ein, 

4 
k /R+E 


 —_ 
Pa = Cı L V D . . . . . . . . . (111), 


)h A.Winkelmann, Ueber die Diffusion von Gasen und Dämpfen. Ann. d. Phys. 1884, Bd. 22, 8.1. 
*) H. Mache, a.a. 0. 
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so geht die Gl. (91) über in 

Bahr = ws 3: 50% 0 + ie: 
Außerdem gilt für @ noch die Gl. (108). Eliminiert man aus den Gl. (108) und (91a) 
die unbekannte Dampfkonzentration c., so wird die Verdunstungszahl $ in Gl. (109) 


1 1 1 
== + R ä a re a 
iv Pı Ba 


Vernachlässigt man den Wärmeaustausch durch den Stil des Thermometers, so lautet 
die Wärmebilanz des feuchten Thermometers 
gQ=-Glr +, -T)]| -» : » »: . . . (18). 
Hierin ist 7, die Temperatur des feuchten Thermometers und 7", die Sättigungstemperatur, 
die zum Partialdruck p. des Wasserdampfes an der Oberfläche des feuchten Thermometers 
gehört. r ist die Verdampfungswärme beim Druck p. und c, die spezifische Wärme an 
der Grenzkurve bei demselben Druck. 
Ist 7) die Temperatur der Umgebung, die mit dem trockenen Thermometer gemessen 
wird, so ist die aus der Umgebung zugeführte Wärme 
DaF - DT): : » .: re a 
Die Wärmeübergangszahl « setzt sich hierin aus zwei Teilen zusammen, einem Summanden 
“, der die durch Wärmeleitung dem Thermometer zugeführte Wärme mißt, und einem 
Anteil «, der die Größe der Wärmestrahlung angibt. Dieser ist 
37 [er 
I Wi le P 3, 0" 20. 
To— To 
°, ist hierin die Strahlungszahl von Wasser 
kcal 


#4 = 3,30 7 
mr 


(116). 


4 


m! 


o ist die mittlere Temperatur der festen Körper, die das feuchte Thermometer umgeben 
und mit denen es im Strahlungsaustausch steht. Sie ist wohl annähernd gleich der um- 
gebenden Lufttemperatur 75, aber wohl meist doch nicht ihr genau gleich. Hierin liegt 
eine unter Umständen nicht unwesentliche Fehlerquelle bei der Feuchtigkeitsmessung. 
Man kann sie mit Erfolg beseitigen, wie mir mein früherer Mitarbeiter Dipl.-Ing. Kaiß- 
ling mitteilt, dadurch, daß man das feuchte Thermometer mit einem Strahlungsschutz 
umgibt, der ebenso wie das feuchte Thermometer selbst aus einer feuchten Oberfläche 
besteht. 
Setzt man 7, =[T, und setzt man außerdem Zimmertemperatur voraus, so geht 
die Gl. (115) angenähert über in 
DE si vs u 
Die Wärmeübergangszahl «, ist von den Strömungsverhältnissen in der Umgebung des 
Thermometers abhängig. Ist das Psychrometer in einem Raum aufgehängt, in dem die 
Luft ruht, so ist nach Gl. (92) 
4 
ee aa re 
L C 
in welcher der Beiwert C, von der Gestalt des Thermometergefäßes abhängig ist. Für 
ein zylindrisches Gefäß von der Höhe FH kann 


a9 ı Ve ; 5. | 


gesetzt werden. In der Gl. (116) ist für Z dann H zu setzen. 
Ist das feuchte Thermometer einem Luftstrom ausgesetzt, so kann z.B. für ein 


plattenförmiges Thermometer gesetzt werden aufgrund einer von mir aufgestellten Formel') 
4 


= 00694: RT 083? Yemen, . a. Kia 
L H 6 
Hierbei ist vorausgesetzt, daß der Wind horizontal am Thermometergefäß entlang streicht. 
Setzt man in die Energiegleichung (113) den Wert von @ nach Gl. (109) und den 
von Q nach Gl. (114) ein, so erhält man die folgende Psychrometerformel 
Fr + (Neo) = (m +0 (- + —) (RT) . . (120). 
P2 


g, 


) Nußelt, Die Gasstrahlung bei der Strömung im Rohr. Z.d. V.d.I. 1926, Bd 70, S. 763. 
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Fir die Diffusionszahl an einem plattenförmigen, feuchten Thermometer ist nach Gl. (119), 


Ill) und (117) zu setzen 
r k wo L h - B+E 0,000028 {3 Ju 
Da = 0,069 = ( z pr z e | 2 SE 


Die Gl. (120) gibt eine Abnahme der Psychrometerkonstanten mit zunehmender Luft- 
seschwindigkeit, was durch die Versuche von Edelmann, Sworykin und Recknagel 
gut bestätigt wird. 


7. Anwendung auf die Theorie des Kühlturms. In ihm rieselt fein verteiltes 
warmes Wasser herab, das durch einen aufsteigenden kalten Luftstrom zu kühlen ist. Ist 
an einer Stelle wo die Relativgeschwindigkeit zwischen Wasser und Luft, so gelten für den 
Wärmeaustausch und die Verdunstung die Gleichungen (103), (104) und (105.) Führt man 
wieder die Wärmeübergar gszahl « und die Verdunstungszahl 9; gemäß den Gleichungen 
(26) und (92a) ein, so wird 


w / Y nk " 
Er = (i Zn r ) (' x ci —+ um Cp (85 — Co) . . . . . . ( | 2 2) 
ß3 k 1 


07 


+ 0,83 


p ) 1 
und mit Gl. (112) 


n 


a \ A (Yocpkı” u \ b/ GCpn\" Ulpk (Cw— co) fgN ii 
= (1 -®=) (? . + cr (Ca — Co) + f : ) 4 | | nj N” (123). 


3 p k I 4] Pıll [2 u Pw vok 
| ty A ( — ) : 
Ä 2 
Auf technische Anwendungen der hier mitgeteilten Formeln wird an anderer Stelle 
näher eingegangen werden!). 980 


Ein Problem aus der Windstromtheorie. 
Von JONAS EKMAN FJELDSTAD in Bergen. 


inleitung. Eine theoretische Behandlung der winderzeugten Meeresströmungen auf 

bydrodynamischer Grundlage hat zuerst Zöppritz versucht. Er hatte aber die ab- 

lenkende Kraft der Erdrotation nicht berücksichtigt, und die Ergebnisse seiner Unter- 
suchungen konnten darum mit den Beobachtungen nicht in Einklang gebracht werden. 
Es war darum ein großer Fortschritt als V. Walfrid Ekman’) auf Nansens Anregung 
die ablenkende Kraft der Erdrotation gebührend berücksichtigte und so eine neue Theorie 
der Meeresströmungen schuf, die wohl heute allgemeine Anerkennung genießt. 

Ekman behandelt in seinen Untersuchungen besonders die stationären Meeres- 
strömungen, die für die Erklärung der großen Triftströme speziell von Interesse waren. 
Für die nicht stationären hat er nur in einem einfachen Falle die Lösung mitgeteilt. Für 
seinen Zweck war dies genügend, weil er nur beabsichtigte zu untersuchen, wie lange es 
dauerte, bis der stationäre Zustand erreicht war. 

Es mag indessen von Interesse sein, auch die nicht stationären Windströme zu unter- 
suchen, und der Zweck der vorliegenden Arbeit ist in einigen einfachen Fällen die Formeln 
für die Berechnung von nicht stationären winderzeugten Meeresströmungen zu geben. 

Wir denken uns eine große Meeresfläche von gleichmäßiger Tiefe und ohne 
Dichtigkeitsdifferenzen. Der Einfluß von angrenzenden Meeresströmungen und Kontinenten 
soll außer Betracht gesetzt werden, wir nehmen darum an, daß sich das Wasser in jeder 
tichtung frei bewegen kann. Endlich vernachlässigen wir die Krümmung der Erdober- 
läche in dem betrachteten Gebiet und behandeln die Meeresoberfläche als Plan. 

Nehmen wir an, daß ein Wind über die NMeeresoberfläche weht, der über dem 
ganzem Gebiet von gleicher Stärke und Richtung ist; er möge jedoch eine Funktion von 
der Zeit sein. Das Wasser wird daducrh in Bewegung gesetzt und es ist klar, daß 
diese Bewegung nur horizontal verläuft, und daß sie nur von der Zeit und von der Tiefe 
abhängig sein kann. Die Bewegungsgleichungen des Wassers sind: 


') Seit der Absendung der Urschrift an die Schriftleitung am 16. 4. 1929 sind noch folgende 
\rbeiten erschienen: E. Schmidt, Verdunstung und Wärmeübergang, Gesundheitsing. 1929, S. 525. 
R.Mollier, Das: x-Diagramm für Dampfluftgemische, Stodolafestschrift, Zürich 1929,S.438, H.Thiesen- 
ıusen, Untersuchungen über die Wasserverdunstungsgeschwindigkeit in Abhängigkeit von der Temperatur 
les Wassers, der Luftfeuchtigkeit und Windgeschwindigkeit, Gesundheitsing. 1930, 5. 113. 

3) v. Walfrid Ekman: On the Influence of the Earth’s Rotation on Ocean-Currents. Archiv 
tör Matematik och Fysik, Bd. 2, Nr. 11. 
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du 1 Up» E n 
— 2 2,v+228,u—_ — = - XI — iu 
dt o Ox 0 
dv 1 Op . r 
+2 2,u—-2R,u=- +-Y+-- Jo 
dt, 0 Oy 0 
dw oO ( 1 Op s r, 
+2 2,v—- 22, u= — +-Z+ Aw 
dt o Oz o 


mit der Kontinuitätsgleichung 
dr Ov Ow 
— — —0. 
Ox Oy Oz 


Hier sind u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten des Wassers, S2,,$2,,$2, die Komponenten 
der Rotationsgeschwindigkeit der Erde, n der Koeffizient der virtuellen Reibung als konstant 


0? ‚2 Q? * * . “ “ 
vorausgesetzt, „/ bedeutet wie gewöhnlich N + ;„,„ und o ist die Dichtigkeit. 
Oz” 


Or“ ra) Y 


du Ou 9v 0» R u 
. . ‚—, w alle identisch 0 
dx Oy Ir OW 


und nur die zwei ersten Gleichungen kommen in Betracht. Diese reduzieren sich auf 


Wegen der oben gemachten Bemerkungen werden 


6) u 2 02 u O v 2 02 v 
— v9: — u=»: 
ot 02?’ d, O2? 
[) n f f7 07 “ [) . . ” 
wo4=240,—=2wsing und v—=- sind. w ist die Rotationsgeschwindigkeit und @ die 


[# 
reographische Breite. Wir nehmen die z-Achse vertikal mit positiver Richtung nach unten. 
Wenn die Oberfläche mit Eis bedeckt ist, so kommt es oft vor, daß die Eisdecke 
einen Widerstand leistet. Wir nehmen an, daß dieser Widerstand proportional der Ge- 
schwindigkeit ist. Die Tangentialkraft, die infolge der Reibung an der Oberfläche wirkt, 


. Ou dv 
hat die Komponenten — n: und — 7: 


O2 Oz 
Es sei jetzt 7’ die Tangentialkraft des Windes, mit den Komponenten T., und T,,. 
Die Grenzbedingungen an der Oberfläche werden dann: 


a) u m. oO 


Ü® m .. 
R Done , == fi . k Abe n E rn gi $) für z—0 ’ 
Oz 02 
oder wie wir sehreiben können: 
ra) U IV / .. 
ru — —-k(l),, rv— —g(t), für 2=0. 
ı) 2 @ zZ ö 


Am Boden nehmen wir an: 
u=l(, v0 für 2=Hh. 
Wir suchen jetzt eine Lösung der Bewerungsgleichungen, die diese Bedingungen be- 
iriedigt und zugleich der Bedingung 
ul, v—=0 für !=d. 
Setzt man 
u=gceosAt+wsinkt, v—=— gsinAt+Wwcosit, 
so findet man, daß p und % beide die Wärmeleitungsgleichung befriedigen müssen. Die 
(rrenzbedingungen werden jetzt 
9—=(0, V=0 Sfürgz=h und für t=0 
cd) 


ro —— —=k(t)cosAt—g()sinAt, rw U _r()sinit+g(l)cosk: für z=0. 


(2 O2 
Wir haben demnach folgendes vereinfachte Problem. Gesucht wird ein Integral der 
Wärmeleitungsgleichung u 0% u 
ot O2? 


mit den Bedingungen 


a0 - u .. 
u=0 für z=h und für !=0, ru— ——f{t) für 20. 
Oz 
1. Die Lösung im Falle x —= ». Nehmen wir zuerst A—= ®, kann man den 
Ansatz machen . 
*., 4vlt-9) 
um —— sir)dr. 
yt—r 


Ö 
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Man sieht ohne weiteres, daß die ersten Bedingungen befriedigt sind. Durch 


Differentiation findet man ’ 2? 
Ou 1 ”"e 4v(t—ı) 
_ z u(r) de. 
o. av, \e— 3 


Di zu ® : 
Der Grenzwert von für z=0 ıst bekanntlich 


- Ve). 
Die Oberflächenbedingung gibt dann: 


r [ee + E ul) f(t). 
ö Vt-r , 


Im Falle r = 0 findet man unmittelbar 
Ir A v "+ WÜüs-d n/ 
u(t) = V ri) und somit um | f\r)dr. 
Ti a / 
V 
Diese Lösung ist von Fredholm gegeben und von Ekman mitgeteilt'). 
Wenn r #0, kann man auch die Lösung leicht finden; setzt man 


t t 
u(t) — V’ $d —r- = RUN pe: fa)@lt,r)dr, 
Le n_ Vt—: 7T ; 
findet man 
V- )—-r-— = VRETOR. fr) G(t,r) dr 
7T 7T 5 1 7T P 


0 


= ] - it) —r Vi pi 


und somit 
e { t , 
F | / y i "6(r.s) 
fo elDdar=-—r’ [ass | ir — Vifas ro ( 2 dt 
0 ” Ö yite—T)(T—» — . Vt-ı 


Vertauscht man die Integrationsbuchstaben auf der rechten Seite, so sieht man, daß man 
für @(t,r) tolgende Gleichung haben muß: 


0 


(V’ es - je ne ‚2 [ f(s) G(7,s)ds) 


T Me Vr-; ws 
() V 


t 


G (t,r) = —r Var)’ Gw,rT)ds 


T, Ve-; 


Diese Integralgleichung, die der Abelschen Integralgleichung analog ist, löst man leicht 
durch ein ähnliches Verfahren. 
Man hat 


t f t 


” @(s,T)ds ' ds  ! Gy rt) dı 
| ( BEERRRER y -— | N es V 1 8 L Er 
n Vıi-s h Vt—s Vs-y 


Vertauscht man in dem letzten Integral die Integrationsordnung und zugleich die Inte- 
grationsbuchstaben, findet man: 


t f t 


"Gl, T)d - IE j Es ] 
| er "= — 2rVın VI-7—r)' lascsn | un: 


. Vt—s ns t—-y)\y-s 


f 


oder 


t 
| ee Vt—-t— ı Vrn G(s,T) ds. 
. t—8 X 

























h 
v 
h 


ee TEE" 


SEE rn 


N 
d 
3 
P> 1 
‚4 


NT; 
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t 
" GEle.TV)ds . . . .. 
Dadurch kann man das Integral -“ eliminieren und erhält dann: 
. Vi — 17 
G (t,r) = rVvn + 2r r? Vt— + or r? | G (s,r) ds. 


Differentiiert man diese Gleichung nach ?/, bekommt man: 


16 Rx an. 
— 5) 4 (7 = 
dat Vt—r 
und somit s 
R . ds 
. a 


Hierdurch ist nun das Problem gelöst. 


2. Lösung im Falle endlicher Tiefe, r — 0. Als zweites Problem setzen wir 


"= 0, h endlich. Nach der allgemeinen Methode macht man den Ansatz: 
t 2? t (z — h)? 
j # 7 (t- T a 4y (t T) 2 - h) r 
“ u(T)dr+ us (T) dr, 
0) [—ı v Ve—n? 
2 — | ergibt 
t h? t h? 
A“ rt) 1 gr 4v(t—r) 
€ / € 
| u (dd) dr— 2\rn 1 (t) = 0, U; (t) = u, (T) dr. 
0 \t-: 2\vn ni \t- r 
Dadurch erhält man weiter: 
f eu } 2 ( Jı 2 y4 
ö 1 v 2 -h 1 4 tv t T) (2 - h) e tv (7 y) 
. Ha (2) d T ne Hy (s) ds 
N V« r)? vr r \« tr)? ( Vr-s 
f f (2 — I)? 42 
2—} j e 4,(t—ı) 4v(7—s) 
— | dsuı (s) . | ——————— dr. 
2 Vvn 7 > Vt- m’ — 
Setzt man hier 
s + ty° 2(t—s)yd 8 (t—s) y“ 
T = I dt = - = / f m . T—S— — —— ’ 
| + y‘ (1 y‘)? 1-+y? I +y? 
so findet man: 
4 (z — h)2 Ar 
» v (2 h)2 1? l 
e 4v(t T) tv(t $) > (1 *) . (1 + ) 
Utr— e 4r(t-s tv $ y“ dy 
> Vt— Tv’ (t—s) 8 Ö 
. are * z — h)? a h2 1 
ni: ai. |e wa-5 ml) y dy 


Unter dem Integralzeichen machen wir jetzt folgende Substitution: 





8 Verit—s 
Yy == 7, dy = ?de 
> Vı t—3$ h—2z 
Erinnert man sich, daß 
ee) Yo 
. a“ 
Br | f 
P " de= ’ \ne-?« 
0 ci 


ist, so findet man 


* (2—h? i 2 | & |; (h — 2) T | 2h(h— 2) 
5 Alice ii 2 T“ f e 7 5 1 ig en “ ’ 
le 4v(t—s) tv(t—s "dy= | e Iv(t—s) x! IX — z Vne 4v(t—s) 


V () 
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und somit ’ z—ı)® h? (z — 2 ı)2 | 
€ 4v t % 4v ) | vn ‚ t t \ | 
dr 

2 / (— Tr)’ (T— 5) h—2 V:-s | 

Man erhält darum 
t 2? z— Ih 
j r 4v(t s) 4 4v(t—s) | 
u = | e ’ 4 (s) ds. | 
Ö Vt-s | 


Daß diese Form von u die zwei ersten Bedingungen befriedigt, sieht man unmittelbar. 
Differentiation nach 2 ergibt: 


t z? / (2 Ih)? 
Ou 1 = 4v(t—s) 1 Ki dyvlt - la 
PER BR Zee nn a u (s)ds +5, ne ninn u(s)ds. 
Oz 2v 4 2v , 2 
0 \t-» 0 V«- s) 
2 —0 gibt | 
/ h? | 
ou h v(t—s) 
— — (t) E te 
(3-). y’ Mı\® ie ee u, (s)ds = fit), | 
0) 
und somit f 12 | 
„ ) vl 
(t) — V ‚’mw-7 u(s)ds. 
ir. . = 
} Te Ö Vie? | 
Dies ist nun wieder eine Integralgleichung mit singularem Kern. Wir setzen: | 
t 
’ /v h f 
u(t) = | = Ir) - = Ir@) u, dar. 
0 
Für @ (t,r) erhält man dann die Gleichung: 
h? / h? 
e vlt=r) " (ee vi» 
G(,d) — — : G (s,z) ds. 


Vte— r) Von. V(it— »? 


Diese Gleichung löst man leicht durch die Methode der sukzessiven Annäherungen. 


Setzt man 
G=- HH -h+h...= 2 1", 
so findet man m 
e y(t T) 
Go = — A 
| (t — Tr)? 
t h? | 
h ” } u Y (t — $) e | 
G/, _— | (v9 ($, 7) d NS j \ 
: | vt | (t — 9)? | 
| bi | 
ha } , e v(t— s) / 
(7, —— ’ Ei (S, T) d ee; | 
rn . \t—s° | 
Für G, findet man . MM 
h " e v(t—s) vis—1T) 
G) = —- d ) 
V»n/’ Ye-s?@— 
Wir substituieren 
t+ ty? t—T)ydy t—-T)y’ rt 
 — , ds— —2 u; t s- Zr. :— — tm a; 
1+y (1+y?) l+y 1+y 
lann wird 
9 x h3 (2 24 1 
h — 2+y2+ / 1 
= 7 IE | y’ + —)dy 
\vnu—n:, y’ 


212 


ro e. 12 ! 1 E. h? 5 
2h e v(e—t) IE FREIEN (1. 7 s) Br vlt En” (; F 3) dy 
u fd] 


V»rn 4-9 
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Vertauscht man in dem letzten Integral y durch 1/y, so werden beide Integrale 
identisch. Wir erhalten demnach 





442 
Fe ee T) 
G=2 
\« p)*® 
Wir werden sehen, daß man allgemein hat: 
n?}‘ 
’ e ve T) 
QG=-1 —=N 
| t— rn)? 
Nehmen wir dies für @„-» als richtig an, so findet man: 
2 (n 1)? 7? 
i n—-Dn [e »(lt-9) v(6-—r 
Ga=1 ds. 
vn . | t— 8)? (g— Tr)? 
Machen wir wieder die Substitution: 
t+ ty? 
s; = — 
1+y" 
finden wir 
24 2 
Br % 1 (n—1)28 
G 2 (n Ih e ‚(et —t _. he: Tauakharey Presse ale 2 PR. ’ 
n-] . . . e E ru a‘ ( ;)‘ 
v st t- 1)’ \ y° y 
uU) 
Es ist 
x 2 1 (n 1)? 32 . Zn 1) 4? 
/ 3 e N 1 Ir: t— Tr) . / F 
r dy= - P ’ De ’ 
i 2 n—1)h 
v) 
© s 1 1)? . =D 3 . n—1)42 1 _- 2 (n— 1)? 
|: Gr u I_je 0 Again, (t— 7) 
: 3 2h 
v0) # 
Dies ergibt 
— 1)? + 2(n—1) +1]92 na ı2 
2n—-Vr Yrnt—o v(t—?) N ne v(t—: 
re BERNER, Be üs-3e 
nz 2h t—ı n—1 V\«- nm? 
n? h? 
Wir finden somit GG N( ne 9 
v=c\-— l N . 
ur Ve 
Diese Reihe konvergiert, solange ?>7r ist. Für «(f) finden wir 
n? h? 
; h z \ o " ua v(t—?) 
u = | ft) — I\/d)\ 2(- 1" dt. 
TI T i n—=]1 Ve - T 3 
0 
Für x erhalten wir demnach: 
‚2 (2— 2n)8 In? 49 
)v fe KU-9)_—e 4vlt-s | 2, u „. wo<y 
7 | ' (rs) — Ir@)&E(— 1)" — dre)ds 
"T \ / 
“ t=8 . . —_— 3 
Ü vn Ö V(e t) 
5 r ah 2 
/ * 4v(t u Iv(t—s 
’ı # fl € 4 ” 
— | — J (s) ds 
T,_ Vt:-s 
() 
, 2 P4 — 21)? 
. 2,2 
„ f > Iv(t—s) _. 4vlt—s) - _ =. wa 
m. laır@)| = (Z-V'ne a [5 
1 . t—s) (8 —T) 
0 I 
’ (z2+2n%)2 z—2(n+1)h]?\ 
e 4v(t—s) Ba 4Jy(t—s 
1 . \n 5 \ 
u= ] Ir) =(—1) : — Ids. 
T, \t-s 
() 


Die Aufgabe ist damit gelöst. 
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Die Summe unter dem Integralzeichen ist eine $-Funktion, was man leicht sieht. 
‚etrachten wir nämlich die Funktion 


(z+2n1)? z—-In+1)1% 
h nr - . 
Y [2z,(t — s)] = — 2(— 1)" (e Wis) —_o ivte—a) }; 
ıv(t— 8) 
so gibt eine leichte Umformung: 
r n? 12 
he 4v,(t—5s) = ih Fee he 
= (1 +3 >) le YVY7=9cosh2n E: | 
| ww (Lt —8) 7 l 2v(t— 8) 
Benutzen wir die bekannte Transformationsformel 
x? 


7 log Tix 
Os (6, g) = / 2 .6 1» 0) ( Be r q) s log q log Q == » | 


1 1 
/ log log 
q q | 
wo | 
© © en, 
Hl, )=1+2 3 (1 ?co2na, %.a)=22g ? ! co(2n-+1ı)e. 
n=| n == () 
So sieht man, daß Bo y(t—a | 
dh | - 12 
2 h 
2Zn+1)%®n? 
e ; 7 u nz, 
=22e cos (2n + 1) — ist 
n —=( 2h 


Die Lösung kann somit in folgender Form geschrieben werden: 


t ’ PRER 
.“ _ Q@n+1i’n? 


3vf . p) 7t 
u= | | f (s) ( ze 41 cos(2n-—+ I s 
ı y 


=—() < 


v(t- >) 


- 
- 


\ds. 


S' 


Ü 


3, $ummierung der 9-Reihe durch ein bestimmtes Integral. Die gefundene 
Form der Lösung läßt sich nicht leicht verallgemeinern. Wir werden die Y-Funktion auf 
eine andere Form bringen, die sich leichter verallgemeinern läßt. Dies geschieht mit 
Hilfe des Fourierschen Integralsatzes. 


Ist F(x) eine Funktion, die zwischen — © und —+ » integrierbar ist, so hat man: 
In + x 
. £ ’ 
F(x) = dq F(«) cos ga — a)de. 
TT 
0 — X 


Es sei jetzt | 


z 
-- >, Fx)=0, z<o. 
Tr 
Man hat dann | 
a? a? 
we“ 1 Pr . . 2 
= laal cosqgt —e)dz. 
ze "7. ’) Ve 
0 0 
Es ist 
a? 
= / n 
e [4 — (1 . . \ 
y cosgzdz=|) e 29 (eosa\2g— sin «2 g), 
j 2 q 
() .. 


y singzdz= |“ eV 29008 aY2g-+ sin «2 q); 
qQ 


und somit 


— fe" ?*feos@@- «V2gQ + singz—al2g] 


0 


dgq | 
V2« 
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u 
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Setzen wir 


d 
q 2vD m 3lr Qi, 
\2 q 
so erhalten wir 
u? 
] z 
e ı ı In 3 ) “ N \ . ,»n me - 
== 2 \ ep) loos (2r x —2uB \r)+sin(2rB?r —2«P]) v)|dß. 
E 7 
() 
Setzen wir der Reihe nach 
z 2nh Y(n+1)h—z 
a7 °" i dm i ee —=t—s. 


(2 ® ; 
’ e dylt—s ar A IL +Ü(le+2nı) +i (Rt — )— — 
2 (— 1)" = 2] |apr(—ı)" Ne ( :) 
Vt—s nn, 
0 
In 1) x Bw 
vi ) ) y PA+i)[2@n +1)1—z] +i[2vß%(t—s) ’ 
> L)" 2 | jap: — 1)"Re ( 4). 
lt x T . 
() 
und somit 
{ + 2 + 2 (n + | .. 
im —ı a av [ 2» @C zul ) si h3l+D) (h—z 
x(- 1)‘ Rey feN NEITREDL ED 
Vt—-s T, coshd(L +UA 


Für « erhält man demnach 


! . 


” 


‚4v ‚ " sinnA(1+dkh-— 2) ‘ 9 ’ 
u— an ds f ($ ei 2vP?(t—s) Papß, 
nn _ J„PBtLl+Üecosh>(L +Uüh 
Ü () 
wo N den Realteil andentet 
Setzt man 
sinhA(1+09(h—z 
‚-den-im, 
3(1 +decoshfhll-+i 
so ist ® ein Integral der Gleichung: 
1? Dp ’ ‚N 
. — )29D° D — () 
d z? 
mit den Grenzbedingungen: 
. ap u. 
®—-0 für z=h, —| für 2=0. 
d zZ 
Diese Form der Lösung läßt vermuten, daß auch eine andere Grenzbedingung 
befriedigt werden kann, wenn ® durch eine andere Funktion ersetzt wird, die geeignete 
Grenzbedingungen befriedigt. 


4. Lösung im allgemeinen Falle - + o,r endlich. Nehmen wir an, daß die 
Grenzbedingungen seien: 


ou .. 
ru - ft) z=0, u=0, z=h und für t=0. 


Wir nehmen eine Funktion ®— yı — ’g:;, die folgende Bedingungen befriedigt: 


a’p . .- a» ni 
— 30, Bedfürz=h rd — —=1 für z=0. 


dz* dz 
Man findet leicht 


sinh 3(1 +2 (h—z 


r sinh 3 L+Dh+B3(1+Decoshß(1+ü)R’ 
. 5 
43 i j ’ Pr 
und setzt u NW | dsf(s) [Be Pr (ts) BaB. 
Jr 


0 U 
Daß dies nun wirklich eine Lösung ist, soll jetzt gezeigt werden. 
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Es ist 
, Y % 
oO 4v Er Ad DERRT mw _ ” 
„an asf(e [zireder )BAP+N fd | D’dp, 
( 7 nl 


v) 0 e) 


I 

u dv a i ‚ do s D) 

== Sn ds f (s) ee 2ivP®?(t—s) BAPß. 
O2? zT dz' 


O2 


Ö Ö 
Wir fordern jetzt, daß 


N/D(B)Bap — 0 ist. 
0 


Dann befriedigt u die Wärmeleitungsgleichung. Weiter findet man 


f on 


Ou 4r f' ı ( rsinih83 1 +9 n-2D)+B(l +ÜcoshA(ll +U0(h-—z 
ruU- = X | ds f (s) { 
O2 a 


e2ivP?(t -_ $) Bap. 


0 V 
Hier darf man nicht ohne weiteres 2 —= 0 setzen, denn das Integral hört dann auf kon- 
vergent zu sein. 
Setzen wir indessen ?(1-+:) =, haben wir 


rsinhA(1+ÜDh+ P(1+ i)eosh Ba +:)h 


n» Ale 0 u \ 
n Zen 2 0 (h ze 2) 4 EEE pP r (2 rt 2) 
d op (r+0) e —(r— oe , +0 
F D use) = 7 —— 
dz (r +0) e er (r—o) 7 er N O0 20 7 
« % — f 1 
r+ro0 


. . ® . . 0 
oder indem wir zur Abkürzung der Schreibweise " — « setzen. 


(er? — ae r@r-D) (1 Hae-?rh>a?e-iphr,.... ) 
- Dn2 f o (2 — 7 6 ah 4 2 2 Hi f „5 ‘ l ) 
=e-P?+ralerrt@h-2) — e-rp@ht2)) La?(e-rih-2) —e-pAht:))L, 


für z= 0 verschwinden alle Glieder mit Ausnahme des ersten. Es ist nun 


I 
R | e-Purnstim mu Baß = - V A A ee. 
S ‚ j , 
ö 2 2 N j . g)3 
die übrigen Glieder kommen nicht in Betracht. Wir haben demnach 
t 2? 
Ju ’ 1 lead 
ru — — — lim -I6e)ds—= (tl). 
O8 03 fen. "rer f( ) f 


1” 


Die Grenzbedingung für z = 0 ist somit erfüllt. 


es 
Dann kommt noch der Nachweis, daß /® (?,2)PdP rein imaginär ist. 


v 
Zu diesem Zwecke betrachten wir das Linienintegral: n 
ü sinh 0 (h— 2) 
ode, 
J rsinh oh + ocosh oh 
E 
wo o eine komplexe Variable, e= I -+in, ist. B 


Der Integrationsweg geht von O bis A entlang der reellen 
Achse (siehe Abbildung), dann auf dem Kreisbogen mit Halb- 
messer AR, bis B und von B bis ©. 

Auf dem so bestimmten Wege ist das Integral 0. Lassen 
wir den Radius AR ins Unendliche wachsen, so konvergiert das 


Integral / gegen 0. 
AB 


Wir haben somit 








O Riasszı] A 


lim / — lim /‘ 
OB 


0A 
Auf OB setzen wir o=-P(1-+ |) 
de=(1+)dp, ode = 2iPdß, 




















a a DEREN ENT RETTEN FE 


RIEF TRA ZW 


EDER, 
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wir finden dann 


an 4 
) 


[ sinh 0 (h—z) odo \ | sinh 3 (1 + Ö) (ıh—z) Jdß 
 —— 2 / : r - 
rsinh oh + o cosh oh / rsiihd3(1+dhr+PB(t +Ücoshd(L +UÜh 
Ü iv 
% D 

und AR 7 " sinho(h-—z) odo 

| © (5,2) Ba8 . an A BU 

] 2 rsinhoh -+ ocosh oh 


0 () 


Das Integral ist somit rein imaginär wie verlangt wurde. 

Die gefundene Lösung ist leider für numerische Rechnungen wenig geeignet. Wir 
suchen darum eine Entwicklung, die der #-Funktion analog ist. Zu diesem Zwecke ent- 
wickeln wir ® in eine Fourierreihe. 


Setzen wir 9, = sin @, (h—z), wo «, eine Wurzel der transzendenten Gleichung 


.G=—rtga,h 
ist, so ist p„ ein Integral der Gleichung , 
d?’gn ee m 2 Y —( 
dz? ‚n n 
mit den Grenzbedingungen 
p=0 fürz=h, On — p& — 0 für z=0. 
Irgend zwei der Funktionen 9, und g,„ erfüllen die Ortogonalitätsbedingung 


h 


/ In (Amdz—d. 


v0 
Weiter haben wir 
7 h N h 
0, == / gu’ de =/ sin’a,(h—2) = /hı — c06 2, (h—z)| dz 
0 0 "s 


oder A 2 sin Anh cos «„h h eos? a,h 
oO, = 1 —-. == | 1l+ ö 
2 Zrhtga,h rh 


Setzen wir 
D =& Kn In: 
so haben wir 
h 
| ; £ 
ln = Io sin &, (h—z) dz 


On, 
0 
oder indem wir für ® seinen Wert einsetzen: 
h 


(r sinh oh + o cosh oh) w, «&, — /sinh o (h—z) sin «, (h— 2) dz 
Ö 


a sin a„h 
— (rsinh eh + eo cosh eh) — — —.. 
a, + 0? 
Dies ergibt ’ 1 sin @„ h 2 1 sin a, h 
{ u: —— Yin - > FE - E 
r On au? + 2i p? 77 te 2: 8? N cos? a,Nh 
1 + 
rn 
Wir finden somit 
on X 
Een wer sin «„(h— 2) 
Je D+ f Aalt _s » u “) | 
| BER IP (3,2) pdf = eriritt (Er.( 9 ,)Ba8, 
N N an“ + 2i BR, 
U 0 


oder indem wir die Reihe gliedweise integrieren: 


> 


- 


f erivPlt— 9) ga8 
& Yn sin &, (h— 2) | 7 - 


0 


Da es sich nur um den Realteil handelt, kann die Integration ausgeführt werden: 


der Realteil des nten Integrales ist 
00 


[ [an? cos 2v B?(t—s) + 2 B?sin2v BP(kt— ]BaBß 
An! +4 8* 


h an“ +2; 


Jı = 


V 
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Setzen wir hier 2 P?=y, Ppdp='/j,dy, erhalten wir 


je 0) ee) 
An“ [ cosr(t— s)ydy 1 (ysinrt—or 
2 freu „1 frmsn-an., 
4 nt + y? 4. ant + y2 { 
Mn 0 
Nun haben wir 
.s 
"eosr t—s)ydy T vau:(t-s) 
_ - — h [4 r 

. En‘ r y° 2 An? 
0 

”e 

fi sin v \t — 3) yay 7 : ‚a, t 

zu e 
i An! + y° 2 
() 
und somit 
7T aay(t—-s 
In = e Rn 
4 


Tragen wir dies in die Formel für « ein, so erhalten wir: 
t 
„.„f . i 
u=- | ds f(s) I yn en’ v9) sin «„(h — 2). 
[ 


0 


131 


Dies ist nun die gesuchte Entwicklung. Um jetzt das ursprüngliche Problem zu lösen, 


setzen wir der Reihe nach 
ug, f(s)=k(s) cosAs —g(s)sinAs, 
u=wy, f(s)=k(s)sinAs-+ g(s) cosAs. 
und 
u=gcosAt+ wsinikt, v—= — psinAt+-weosit, 
wir finden dann 


t 


q, 
_ 


a o [as [k (s) cosA(t—s)+g(s)sinA (t— s)) I y„ne’’t-9sinae„(h—z), 


0 


»—="" [as[— K(s)sina (ts) +9 (9) 0081 —S)] Eyue""0 sin an (h—2). 
B: . | 


0 


Hier sind nun v und v wieder die Geschwindigkeitskomponenten. 
eine andere Bedeutung hat, gibt wohl zu keiner Verwechselung Anlaß. 


Setzen wir z.B. k (s)— T/n, g(s) = 0, haben wir 
t 


sr i Po ' 
uU— : ds cosA(t — s) I yne-’“(t-9)sina„(h — 2), 
on 
0 
t 
2 a . %\' . » t °) . 
v— — ds sinA(t — s) Ey7„ne-’u’lt-9)sina„(h — z) 
oh 
Ö 
und somit 
t 
. 2 2 f x . \ (ya = w£ 
u+rıt= “ ds = y,„ sin Ün(h— 2)e- v1 ir) (t—s) 
fi) 
0 


Nun hat man 


9 
[2 


» - (ya 


ya + ZaE 
je (va, +i)) (t—s) ds— e 


Gen 2 TER 
u Van +is 


0 


und dadurch erhält man 


TE 


2 t 
2T sin an (h — 2) e “ si (h— 2 
r = x . n ER sın An 2) 
u + ! (bi —— — PR In — 2 — L Yn h 
I 
9 . © 
An“ + ı An? + T 
v v 


ovh 
- 





Daß u oben 
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Die erste Reihe summiert man leicht. Es ist nämlich 


’ .. r / / " \ 
u 2 Yn ” erh ! u u D ( \ - , zZ 
h ’ j /. 2 v 
Ay“ -i 
“ “ „ * 
Setzen wir darum V. :p, so haben wir: 
23 
B- . sin an (h =) sinn A(1L-+e)(h 2) . 
= Yn . — = (ı ? 3. 
h a. rsinhn J(1+Ö0d)h+PB(l+i)ecoshd(L+üh 
Op rı 
5 
Wir schreiben darum: 
T . aa an?cosit— 2 B?sin kt 
u (pı 2 Yne’%a sin A Ch ps — . 
7 h An? + 4 B' 
/ 1 r 2 8? cosAt+ a,’ sin /#t 
IE (1: — SL yne=Y%atsin an (h 2) — 
4 h a* 1 t 3% 


s 


Da die Reihen sehr stark konvergieren, lassen sich die Formeln sehr wohl für numerische 
Rechnungen anwenden. m 


. ” T 
Mit wachsendem Wert von ? nähern sich « und » den konstanten Werten 91 


7 
> ' 
und — Tr. 
r 
Wenn 5h>n ist, kann man mit großer Annäherung schreiben: 
», (r+PB)cos3z2— sin Bz a. Beosßz+(r +) sinßz 
(ı =e | ru z ; fa met: ze 
r +9? + ß? r + 9? + ß? 


Der Strom bildet mit der x-Achse einen Winkel, der durch folgende Formel be- 
stimmt ist: t 8Beosßz+(r+P)sinßz eo {B ' 
or Ü& =—— g - ee I ’) 5 g- Co) 
u. r +9) cos = [v} sin d z ei 
wteun=—. ist. 
r+DB 
An der Oberfläche ist die Ablenkung kleiner als 45°, wächst aber mit der Tiefe. 
Aus den Formeln für « und v® sieht man, daß der Geschwindigkeitsvektor um diese 
Gleichgewichtslage schwankt, um zuletzt damit zusammenzufallen. Setzen wir utiv—=W, 
findet man ' 
2 I ; . \ , f 2 \ . 
VD = ds (k (s) 4-7? gq\s)) e” ir (ts > Yne® a.“ (ts) sın Anh Be 2). 
h f 
() 
Zur Abkürzung der Schreibweise setzen wir k (s) +.g(s)—f(s), dann wird 
2 4 : / . y) \ \ . 
ı last()&E rn: ‚2m tA)(68) sin on (A — 2). 
h de 
U 
Wir bilden jetzt den Mittelwert von % für die Zeit 7’; wir finden 


T 
4 


2 r : z 3 / 9 4 ; j . 
= | dt [asf()E ned t Nm sin an(h— 2) 
h \ 


0 ) 
7 f 
- lasf6 JatZyne vatil)lt-s)sina„(h — 2) 
hT, z ’ 
0 8 
T Fr 17 
» » va TR / N r 
23 »Y. sin an (h—z 23 . Yu Tn es sin a„(h—2) 
— [as f(s) 2 - — ds f (8) Ze: 3 
hT, BR a van“ +i/ hT van +id 
0 () 
Es ist nun 2; ni te h FE 
. 2 » Yu 8in rt, = £) 4 
zen I) on. 
h va +ih 2 v 
Wir finden dann 
T 7 ( 7 a T ) 
» . Du. Hr ( x 
- ‚ | AR: Ivy Yu 6 vn r sina„ (h=z 
vu ® (8, 2) f s)ds — ds f (s) >>E z 
T hT, van+tid 


Ö 0 
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Es ist klar, daß mit wachsendem Wert von 7 das letzte Glied kleiner wird, so 
daß der Mittelwert von w auch angenähert dem Mittelwerte des Winddruckes entspricht. 
Die große Bedeutung dieser Tatsache für die Verwertung von gleichzeitigen Wind- und 
Strombeobachtungen ist wohl einleuchtend. 

Zuletzt sollen ein paar numerische Beispiele gegeben werden. Es wird angenommen 


r— 0, f(t) =konst., g(f) — 0 und speziell y; h—n. Man findet dann für die rela- 
zVv 


tiven Geschwindigkeiten an der Oberfläche (Die Zeit ist in Pendelstunden gemessen 








7T . . Y . 
ı P.-8St. = Y sek., @ ist die Ablenkung der Stromrichtung von der x-Achse): 
t 0 1 | 2 | 3 6 12 r 
7 0 0,1788 0,2328 0,2483 0,1684 0,1528 0,1586 
v 0 — 0,0315 — 0,0839 0,1395 - 0,2272 - 0,1130 - 0,1586 
a - — 9,4 19,80 _ 239,30 — 53,50 — 36,5 | — 45° 





Dann nehmen wir an rh= 1; die übrigen Größen ungeändert. Wir finden dann 





t 0 1 2 3 6 12 © 








u 0 0,1550 0,1928 0,2018 0,1605 0,1493 0,1527 
v 0 — 0,0285 - 0,0648 — 0,0986 — 0,1485 — 0,0998 - 0,1160 
a — — 10,4 — 18,5 _ 48° — 42.8" — 33,70 37,2° 


Die Wirkung der Reibung wird in dem letzten Falle größer, und die Geschwindig- 
keiten nähern sich rascher den stationären Werten. Die Ablenkung ist kleiner und der 
Strom auch nicht so stark wie im Falle der freien Oberfläche. Die Schwankungen, die 
vom Winde hervorgebracht werden, überlagern sich den Gezeitenströmunrgen, und dies 
ist ein Uebelstand, dem man bei der Bestimmung von Gezeitenströmungen soweit wie 
möglich Rechnung tragen muß. 


5. Zusammenfassung. Die Bewegungsgleichungen für nicht stationäre, winder- 
zeugte Meeresströmungen werden integriert in dem Falle, daß der Tangentialdruck des 
Windes mit der Zeit veränderlich ist und auch an der Oberfläche ein Widerstand wirkt, 
der proportional der Geschwindigkeit angenommen wird. | 

Das Problem läßt sich auf eine Randwertaufgabe der Wärmeleitungsgleichung zurück- 
führen. Die Lösung der Aufgabe führt auf eine Integralgleichung, die gelöst wird. Nach- 
dem wird gezeigt, daß man sofort die Lösung durch bestimmte Integrale angeben kann. 

Endlich werden diese Integrale auf eine Form gebracht, die für numerische Rech- 
nungen verwendbar ist. In dem Falle eines konstanten Winddruckes ist die Rechnung 
vollständig durchgeführt, und durch Beispiele ist gezeigt, wie der Stromvektor um eine 
Gleichgewichtslage schwankt, ehe die stationären Verhältnisse eintreten. 

Die Mittelwerte der Stromkomponenten von £—=0 bis {= T nähern sich mit wach- 
sendem Werte von 7’ den Komponenten des stationären Stromes, der hervorgebracht wird 
von einem Winddrucke, der dem Mittelwerte des Winddrucks in dem betrachteten Zeit- 
intervall gleich ist. 

Bei der Verwertung von gleichzeitigen Wind- und Strombeobachtungen kann man 
darum die Mittelwerte vergleichen, als ob die Verhältnisse stationär wären, wenn nur der 
Zeitraum groß genug ist. 


6. Lösung im Falle, daß die Reibung von der Tiefe abhängig ist. In der 
vorgehenden Entwicklung war angenommen, daß der Koeffizient der virtuellen Reibung 
eine Konstante sei. Es zeigt sich aber oft, daß man eine bessere Uebereinstimmung 
zwischen Theorie und Beobachtungen erhält, wenn man annimmt, daß die Reibung von 
den hydrographischen Verhältnissen abhängig ist, und daß der Koeffizient der Reibung 
somit eine Funktion von 2 ist. 


Die Bewegungsgleichungen werden in diesem Falle: 
Ou #) Ju 
BER, ER. (» 


ot 02 o2 





om 0 OVv 0 
— +/lu= (? 


x 
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Die Grenzbedingungen sind wie früher: 
du IV ,y\ 
u-(, v0 lülrz=h 1 -—_ = -T., 9 = — Ti z—=(. 
Oz Oz 
\ Tz Me ; 
v—r9:k(2), ko)=1, uriv=P, +i-=f(t). 
n | 


‘ 


Wir setzen 


Wir können dann die Bewegungsgleichungen in folgende Gleichung zusammenfassen: 
'@) D . ) ) D 
ZEN. 
Ot Oz Oz 


Mit den Grenzbedingungen 
D=0fürz=h — —= ft), 


Außerdem fügen wir die Initialbedingung zu 
D—=o0 für t=0. 
In Analogie mit der vorhergehenden Lösung setzen wir: 


t I 
D_ " fastie e-Ilt—s) [xe [e2i vo cı s) (B,z)] Bap, 
" 0 


wo % ein Integral der Gleichung 


d Up 2 . 
(% () - 22:pV=ÖIst, 
dz 


mit den Grenzbedingungen 
dıy 
v=0, :=h „=-Iı z=0. 
Wir suchen jetzt eine Fourierentwicklung für % zu finden. Integriert man die Differential- 
gleichung zwischen 0 und z, erhält man: 


dw |? da r 
ka) -2ip? [vw (y)ay 
dz|0 ä 
0 
dıy na . dw 1 2i8° . 
me KO) +1 Hi 3 [v (y)dy, Da [w (y)dy. 
dz dz k (2) k(e).. 
Ö 0 
Integriert man diese Gleichung zwischen z und A, findet man: 
h 7 Ss 
"dd aut 
v (2) = z z — 28 |, 3 y (y) dy 


0) 

7 \ 

Es ist nun [ ds [ 
k(8) 
Ö 


h h 


2 h 
r ds ’ \ P ds 
v(j)dy= fa» v(y) + lay w W| e- 
0 2 2 U 


Wir können darum schreiben: 
7 x h 


fr y)dy= [ K (z,y) w(y) dy, 


() v) 


und L h 
v(d)=-|, — 2 |Klay)p(y)ay. 
\$ 
: 0 
Der Kern dieser Integralgleichung ist 
h h 
> "As . a > >, "ds 4 
K 29], Me K(2,Yy) = Fr n, yaE2 


Dieser Kern ist offenbar symmetrisch und die homogene Integralgleichung bat unend- 
lich viele Lösungen: 


Pu (2) = Mn K(2,y) In (y)dy. 
[#) 
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. 1 j u z 
Setzt man I; “_ — A, so nähern sich die Eigenwerte u, asymptotisch den Werten 
k (8) 
0 


(@n+1),"-). Es gilt darum die bilineare Reihe 
I 


> In) Pu ly) 
K (2,y)=*? 2 


Un 


und diese Reihe konvergiert in dem betrachteten Intervalle. 
Wir können darum %(z) in eine konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen 


entwickeln. 
h Jı 


Pr g ds 2) r ‘ r 
Setzen wir zuerst re 20n9„(2), so haben wir, da | 9,’dz=1 angenommen ist, 
(8) 
2 0) 
J, h x h h 





(* "ds "ds ı [ds Iy„\$ 1 (ag, (0) 
C, == dz Y. (2) ‘ i | g.(2)dz zu [ (%(@) ag ) u ‘ y ds — Y 
1 Jkt(s Jke), u„.k(s) dz/o u„) ds Hy 
0 0 0 0 () 
h 
und somit ds zog 
Jk\s) u, 


Diese Reihe konvergiert auch für alle Werte von z in dem betrachteten Intervall. 
Machen wir jetzt den Ansatz v(z)—= u, (2), 


— 


so gibt die Integralgleichung 


2m me)= 3 EEE u yi B? Xa,”” > 
Hu Un 
und somit en Yn 0) u... CK ZA 
2 u. + 2i ß° ‚ Un + 2i ß° 
Jetzt können wir diesen Wert von % in das Doppelintegral einsetzen. Man findet: 
f je) 


4m [ a. \ x19,(0) @,(2) 
De 0 | as f{s)emitt s) [Rerimpre- $) YyY F )Bap. 
u 2 u, + 2iß° 
0 Ö 
Nun haben wir früher gefunden: 


an 


» 


k ee 
X e2 { ’o P? \ t £ s) P d Fr g — es e ö vo P ‘ (t s) N 
un+ 2i ß 4 


v0) 


und wir haben somit DD», las} s) Lew tiNdlt-9g,(0) y,(2). 


0 


Dies ist nun die gesuchte Entwicklung. Es ist aber noch nicht bewiesen, daß diese 
Entwicklung wirklich die Aufgabe löst, wir müssen vielmehr jetzt zeigen, daß & die 
Differentialgleichung befriedigt und auch daß die Grenzbedingungen erfüllt sind. 

Zunächst erhält man durch Differentiation 

t 
> + = — nn? las I(s) Ze bt Fi) u. 9u(o) ul) + rofl) Ey.(o) P,(z), 


er, 


e od n 4 
ds (* 2) er | ds f(s) Ze Wr, FiNt-9u,9,(0) J.(2), 
0 
i op 24 re) \D : s 
und somit x nn 2 (*(e) =) —-nf(r)&EY,(o) 9.(2). 


Die Reihe IF 9,(0):9.(z) ist aber divergent. Wenn sie konvergierte, so würde sie den 
Wert O0 repräsentieren. 
Es ist nämlich a 


| ds x yo) 1„(2) 


) 
k(s) A, 
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und hierdurch ' ET. EP“ 
0— "al &|=8g,.(0)g.(e). 


dd „ 


Aber die Entwicklung divergiert, es ist darum besser, einen anderen Weg zu gehen. 
Setzen wir / 
J=/K(z,y) ® (y,t) dy, 


( 


so haben wir e 
\ \ .. \ n o)«C n\z 
J=n| dsf(s) 2e- or, ti) 9 (0) y _ 
. Un 
U 
Es ist nun 
7 t 
> PAR a Op % 2 i PR 
y - 2\J = [x (2,% | Y —+ iıD)dy =— = „’ jdsf(i Ze (vr, tir)lt—s) 1. (0) 9.(2) 
( Bi ‘ , / 
UV () , x 1„1\0) nf) 
+ f(t) 2 
Un 
oder h ’ h 
> \ O@ .. / ” ds 
[x (2. y) ( +ikb) ay - vn Pkt) Hm ft 
u ot n I ke 
( E 
Weiter haben wir 
h 
ö 5 () £ dıp "a 109 - VD 
| K (2, ı) (k(y dy= (Kay) dy 
ä “ Uy u 'y « A k(8). Oy ' « A ‘ 
() z () 
h 
ds Od Ad z 22772 "ds 
| ıIkIs), it ds—=—-P(zt)- ( | 
Ks) O8 2/9 Oz/o J) ke 
Wir finden somit 
h 
, N DD ci @) / Oo f 3 1 "ds 
Ik 2,Y) + ID — ı, (% Y) ) dy=»|f t + [ | . 
198 Oy\ *0y ° ‚Oz/oı) Kkie) 
0 z 
Setzen wir zur Abkürzung der Schreibweise 
ad = ra) NE , 3) 
„ru®ß-r%z (r (z) -w(z,t), (t) + ( 1 | = off), 
( f ( 2 (12 ( 2 ’o 
so haben wir ' : 
> \ Id 
[K (2,y)Jw(y )= 9% w(t) 2 
, | ij k(xs) 
() 2 
oder h 


iz uw (y.t) dy— m o (f) — 0, 


weil z willkürlich ist, folgt daraus 


/v y,t)ds=», o (t) 

) 
oder weil auch s beliebig ist vyt)=0, ol)=0. 
Wir haben somit gefunden: 


Jo ra cd) oO op | 
ey Id — b ), — fit) 


(E),  —A), 
ot O2\ x oz he 


Fr 
27 


Daß auch die anderen Bedingungen PD —0, 2—h, D=-0, 7-0, befriedigt sind, folgt 
unmittelbar aus der Form der Entwicklung. 


Wir können jetzt einen Mittelwert bilden von /=0 bis {= T; wir erhalten 


/ 


DD, = 2 ja: las I(s) Ze-Wvm tiNe-9)g,(o) y.(2), 
i . 


0 
/ / 
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Es ist aber 


} 
r s volun+i ;) 
und somit „o 
T T 
sl) 1 ı f AS E47 Tn(o) pn (2 
D, — u ) T | f(s) ds T (i S f (s) u Ü ’‚P “a v A\ ’ 7 
u.+i- 0 0 u,+i- 
v 10 
: / ” $n (0) @. (2) ar a 
Setzt man = ß?, so hat man X& 4 , Ze. w(?,2). w(8,z) ist gerade die Funk- 
Zzv Hu + Zip“ 


tion, die die Verteilung des stationären Stromes mit der Tiefe angibt. Das letzte Glied 
in der obigen Gleichung geht mit wachsendem Wert von 7 gegen 0. Wir haben somit 
den allgemeinen Satz bewiesen. Wenn ein Meeresstrom nur von dem Winde erregt wird 
und man von der Stauwirkung absehen kann, so entsprechen sich die mittleren Werte der 
Stromkomponenten und die mittleren Werte der Winddruckkomponenten, als ob die Ver- 
hältnisse stationär wären, wenn nur das Zeitintervall hinreichend groß gewählt wird. Der 
Koeffizient der virtuellen Reibung kann dabei eine beliebige Funktion von der Tiefe sein. 
Eine statistische Behandlung von Wind und Strombeobachtungen ist somit erlaubt. 965 


Zerreißerscheinungen in Strömungen zäher Flüssigkeiten. 
Von M. LAGALLY in Dresden. 


Im Inneren einer zähen Flüssigkeit, die sich in langsamer Bewegung befindet, 
stellt sich ein Spannungszustand ein, für den neben den äußeren Kräften, im allgemeinen 
der Schwerkraft, und neben dem isotropen Flüssigkeitsdruck in erster Linie die infolge 
der Zähigkeit zwischen benachbarten Stromschichten auftretenden Scherkräfte verantwort- 
lich sind. Da in diesem Spannungszustand auch Zugspannungen möglich sind, ist zu 
erwarten, daß es unter gewissen Bedingungen im Innern der Flüssigkeit zu Zerreißungen 
kommen wird. Solche Zerreißungen sind bei manchen Strömungen, z. B. von Schmier- 
mitteln, vermutet, in selteneren Fällen beobachtet!) worden. Im großartigsten Maßstabe 
zeigt die Natur das Zerreißen einer zähen Flüssigkeit in der Bildung von Spalten im 
Gletschereis; auch die Zerklüftung von lehmigem Erdreich, das in wassergesättigtem Zu- 
stand ins Fließen gekommen ist, dürfte eine verwandte Erscheinung sein. 

Im folgenden wird zunächst eine Untersuchung von Somigliana’), die sich mit 
der gleichförmigen Strömung einer zähen Flüssigkeit in einem zylindrischen Kanal unter 
Berücksichtigung der Schwerkraft und des Atmosphärendruckes beschäftigt, in ihren Haupt- 
zügen wiedergegeben. Sodann wird der Spannungszustand untersucht, der in dieser 
Strömung besteht. Hieran schließt sich die Diskussion der Bedingungen, unter denen 
Zerreißungen durch Zugspannungen eintreten können. Dann folgt als Beispiel die Unter- 
suchung einer ebenen Flüssigkeitsschicht, die eine geneigte Ebene hinabfließt; es ergibt 
sich, daß die Möglichkeit des Abreißens der Flüssigkeit unter der Wirkung ihres eigenen 
Gewichtes erst dann gegeben ist, wenn der Neigungswinkel der Grundebene größer als 
45° ist. Ein paar weitere Beispiele, die sich auf die Spaltenbildung in Gletschern be- 
ziehen und die mehr für den Naturforscher als für den Ingenieur Interesse besitzen, habe 
ich an anderer Stelle?) behandelt. 


1. Gleichförmige Strömung in einem zylindrischen Gerinne. Unter Vernach- 
ässigung der Trägheitskräfte gelten für die langsame Bewegung einer inkompressiblen, 
sehr zähen Flüssigkeit die Navier-Stokesschen Gleichungen in der Form 

sradp= uAv-+oNP | A E : 5 ° 
Dabei ist p der isotrope Druck, u der Koeifizient der Zähigkeit‘), 0 die Dichte der 
Flüssigkeit; v ihre Geschwindigkeit, P die auf die Masseneinheit bezogene äußere Kraft, 


) Vergl. etwa M. Toepler, Zerreißen von Flüssigkeiten zwischen rollender Kugel und ebener 
Platte. Ann. d. Physik, IV. Folge, Bd. 55, Heit 5. 


3, 0, Somigliana, Sulla profondita dei ghiaceiai. Rendiconti della R. Aceademja dei Lincei, 
ıath. phys. Kl. 30 (1921. Die Arbeit ist mir bekannt geworden durch ein Referat von S. Finster 
walder, Zeitschrift für Gletscherkunde 12 (1921/22), S. 173. 

3) M. Lagally, Versuch einer Theorie der Spaltenbildung in Gletschern. Zeitschrift für Gletscher- 


kunde 17 (1929), S. 285. 
#%) Handbuch der Physik von Geiger u. Scheel, Bd. VII, Kap. 2. L. Hopf, Zähe Flüssig- 
keiten, S. 91. 
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im allgemeinen die Schwerkraft. 4 ist 
der Laplacesche Operator. Sucht man 
nach Integralen, welche eine gleichför- 
mige Strömung in einem zylindrischen 
Gerinne beschreiben, wobei sich jedes 
Teilchen parallel zur Zylinderachse be- 
wegt, so wird man zunächst das Koordi- 
natensystem der Strömung anpassen. Die 
xc-Achse soll in die Stromrichtung fallen 
u und gegen die Horizontale unter dem 
/ Winkel « geneigt sein; die y-Achse sei 
horizontal und verlaufe in der Richtung 

vom linken Ufer des Gerinnes gegen das 
rechte zu; dann geht die z- Achse eines 
hechtssystems nach abwärts unter dem 











Abb. 1. ‘ 


Winkel « gegen die Vertikale (Abb. 1). 

Von der Geschwindigkeit v ist dann nur die in die X-Achse fallende Komponente u 
von Null verschieden; sie ist eine Funktion von y und 2 allein, wie übrigens auch der Druck p. 
Die Bewegungsgleichungen werden in skalarer Form, wenn y die Schwerbeschleunigung 
bedeutet: Op O 


— uAJu+ogsine, ae 0, Zug Be re EEE 
Oy O2 
Diese Gleichungen können sofort integriert werden. Der Druck wird 
DERgEMAH+mM.: : 3. 2. une 


po ist der Druck in der Ebene 2? = 0, im allgemeinen der Atmosphärendruck, wenn diese 
Ebene freie Oberfläche ist. Die Geschwindigkeit ist 
u a & (y+i2)+gY wi] u 1 Er | | 


u 
hier sind g und 9 konjugiert komplexe Funktionen. 


Beschränkt man sich auf den Fall, daß für reelle Argumente y(y) = q (y) ist, so 
ist die Strömung zur 2Z-Ebene symmetrisch. Da dann überdies an der z-Ebene - ver- 
U% 


schwindet, also die Geschwindigkeit einen extremen und zwar einen Höchstwert besitzt, 
verschwinden, wie im folgenden genauer gezeigt wird, an dieser Ebene alle von der 
Zähigkeit herrührenden Spannungen, und es bleibt nur der überlagerte isotrope Druck 
p über, der gleich dem Atmosphärendruck p wird. Die Ebene 2 = 0 kann also als freie 
Oberfläche der Strömung betrachtet werden. Die Oberflächengeschwindigkeit wird 


u ar en ae 
Das Profil des Gerinnes wird durch die Bedingung u=0 bestimmt und ergibt sich 
also aus der Gleichung 


1 , | - N 0 2 
+4) + En MM aina=0..... 
. E (y-+ iz y(y 2) * z? sin ı (4) 


Man bemerkt, daß man das Profil des Gerinnes und die Verteilung der Geschwindigkeit 
im Innern der Flüssigkeit kennt, sobald die Öberflächengeschwindigkeit «. bekannt ist. 
Das ist im wesentlichen die von Somigliana entwickelte Theorie. 


2. Spannungszustand der zähen Flüssigkeit. Die Deformation, die ein Flüssig- 
keitsteilchen in der Zeiteinheit erleidet, wird, abgesehen von einer für das folgende 
unwichtigen Drehung '/; rotb, durch die 3 Dilatationen 


fa) U ( ) ® Ow 
. . Q 


c 
= 


c = 


€, = 


> b) b) 2 f 
Ox Oy O2 


und durch die drei halben Winkelverzerrungen 


1 /Ou di e ") 1 (2 + =”) 1 (> + =) 
u ee . Y == — . VYır = 
Yxy 2 Oy or En 2 Iz )r ! de 2 Oz Oy 


EZ 


bestimmt. Aus (2) folgt, daß von diesen 6 Verzerrungskomponenten nur 2 von Null ver- 
schieden sind, nämlich Ya: Yeelhılh -: -» -» 2: 2 2 22.20.60). 


(Die Differentialquotienten von u werden von nun an durch einen Index bezeichnet.) 


W 


A 
h 
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Also hat auch der Spannungszustand, welcher wegen der Zähigkeit der Flüssigkeit 
ie Deformation begleitet, und dessen Komponenten denen der Verzerrung proportional 
ind, nur 2 von Null verschiedene Komponenten, nämlich die beiden Schubspannungen ) 

Ty=U Uy; Txz2 = MU, : e s £ : a ö ö : (5). 
Die dritte Schubspannung 7z,,, sowie die drei Normalspannungen 0,, 6,, 0, sind Null; von 
jem überlagerten isotropen Druck ist dabei abgesehen. 


Dieser Spannungszustand soll jetzt auf die Größe und Richtung seiner Hauptspan- 
‚ungen untersucht werden). Die Gleichung 


0,06 Try Tız 
Tyz 0,— 06 Tys == U, 
T,z T,y 0,06 


welche die drei Hauptspannungen 0 = 0,, 0, 0; ergibt, reduziert sich auf 


uu, — 0 =0 ..6(6 oder "ou ?’uw)=0 .. . (6) 
uu; 0 —c6 
und hat die Wurzeln 
H=uVyu?+u; n=—-ulw’ ud); a=0. ..... MN. 


Von diesen Hauptspannungen ist die erste ein Zug, die zweite ein Druck, wäh- 
rend die dritte verschwindet. 

Nun sind die drei Richtungscosinus einer jeden Hauptspannung den Minoren der 
aus zwei Zeilen der Determinante (6) gebildeten Matrix proportional, wenn o durch die 
betreffende Hauptspannung ersetzt ist. Es verhalten sich also etwa die Richtungscosinus 
der ersten Hauptspannung wie die Minoren der Matrix 


U, — | ur + Wu 0 


oder wie | u u,’ : u, 2 U 
u; 0 — Yu? + uw? 


legt man in die Richtungen der drei Hauptspannungen die Einheitsvektoren tı, tz, tz 
(Abb. 2), so wird 


ho 1 i r Pr m 1 da 1, En. + tu, ‚, 8). 
| 2 | uy>+ us | 2 | u + u2° | u? +3 

Damit sind die Hauptspannungen und | 
ihre Richtungen bestimmt. In den | 
Punkten der Ebene z=0 wird  =f; die 
spannungsfreie Hauptrichtung fällt in die 
\ormalenrichtung dieser Ebene. Damit ist 
der oben in Aussicht gestellte Nachweis, 
daß die z-Ebene als freie Oberfläche 


angesehen werden kann, vollständig er- 
bracht. 














3. Zugspannungen und Zer- 
reißungen. Der berechnete Spannungs- 
„ustand ist von dem isotropen Druck p 
iberlagert, den man, da Zugspannungen 
positives Vorzeichen haben, zu den drei 
'auptspannungen mit negativem Vorzeichen 
inzufügen muß, um die Gesamtspannungen 
‘u erhalten. Die Gesamtspannungen sind 
ılso 

p+ u ] rw; —D— NM Vu? +u; -® 
'avon sind die beiden letzten unter allen Umständen Druckspannungen; nur die erste, 
'e mit S' bezeichnet werden soll, also 
S=-—-p+ulu?+w ie an tr 
ann auch eine Zugspannung Sein, 








Abb, 2. 


I) Handb. d. Phys. VII, Kap. 2, S. 92, 93. 
9) Handb. d. Phys. VI, Kap. 2. E. Trefftz, Math. Elastizitätstheorie, S. 52. 
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Die Zugspannung wird zu einer Zerreißung der zähen Flüssigkei 
führen, wenn sie größer ist als ihre Zugfestigkeit g. Man hat also in deı 
Flüssigkeit drei verschiedene Gebiete zu unterscheiden: 


A) S<O reine Druckgebiete; 
BB) O<S<og Zuggebiete; 
C) q<S Zerreißgebiete. 


Die Zerreißungen, die in den Gebieten © entstehen, sind von Ebenen-Elementen gebildet, 
welche an jeder Stelle auf dem Vektor tı senkrecht stehen. Bekanntlich besitzen die 
Hauptspannungslinien eines Spannungszustandes im allgemeinen keine Orthogonalflächen 
Die infinitesimalen Elemente der Reißflächen schließen sich also nicht zu endlichen 
Flächen zusammen, sondern höchstens zu Flächenstreifen, die sich gegeneinander aus- 
keilen. Man darf aber hier nicht übersehen, daß die wirklich auftretenden Erscheinungen 
von denen der Theorie in gewisser Weise abweichen können, weil die eingangs voraus- 
gesetzte Inkompressibilität der Flüssigkeit eine idealisierende Annahme ist, die wohl 
niemals exakt erfüllt ist. Das Entstehen einer Reißfläche wird also dadurch, daß es der 
Flüssigkeit die Möglichkeit zu einer Kontraktion bietet, den Spannungszustand lokal ver- 
ändern. Es können sich infolgedessen die infinitesimalen Reißflächen in Wirklichkeit 
doch zu endlichen Flächen zusammensetzen; auch werden die Reißflächen in einem Gebiet 
C nicht dicht liegen, sondern in bestimmten Abständen auftreten, in welchen die an einer 
Reißfläche infolge der eintretenden Kontraktion aufgehobene Zugspannung S wieder den 
Betrag der Zugfestigkeit g9 erreicht. 

Die Stellung einer Reißfläche im Raum ist dadurch bestimmt, daß sie auf dem 
Vektor t;, senkrecht steht, also der Ebene 


zVu?+ u: + Deren . een a 


parallel ist. Um diese Gleichung zu diskutieren, sei u, > 0 vorausgesetzt; d.h. ein Gebiet 
ins Auge gefaßt, in dem die Geschwindigkeit vom linken Ufer des Gerinnes an gegen 
die Mitte hin zunimmt. An der Oberfläche der Strömung reduziert sich dann die Glei- 
chung der Reißflächen auf + y=0; 
die Reißflächen stehen aui der 
freien Oberfläche senkrecht und 
ihre Schnittlinien mit der Öber- 
fläche laufen unter 45° nach vor- 
wärts gegen den Rand. Da die Ge- 
schwindigkeit an der Oberfläche einen 
Höchstwert besitzt, ist in tiefer gele- 
genen Pankten im Inneren der Flüssig- 
keit u.<0. Die zur Oberfläche parallele 
Streichrichtunge der Reißflächen schließt 
also im Inneren mit der Richtung des 
Ufers einen Winkel 5 ein, der mit wach- 
sender Tiefe von 45° gegen 90° wächst. 
Der Einfallswinkel y einer Reißfläche 
gegen die Oberfläche ergibt sich aus 








Uz 
c08 Y — 
‘ 2 2 
Abb. 3 | 2 Vu, + u: 
Mit wachsender Tiefe nimmt y von 90’ 


‘ 


ceren 45° ab; dabei fallen die Reißflächen nach vorn ein (Abb. 3). 


- Du - 


4. Beispiel. Strömung auf einer ebenen Unterlage. Wenn die Oberflächen- 
geschwindigkeit «. von y unabhängig, also auf der ganzen ebenen Oberfläche konstant 
ist, wird die Geschwindigkeit im Innern nach (2b) 


N g Pay . 
u = Un — \ z" sın &, 
zu 


Das Profil des Grundes der Strömung ist nach (4) durch 
2a 


= % — “— 2’sina 
2 u 
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‚ergeben. Es handelt sich also um die Strömung einer Flüssigkeitsschicht von der kon- 


anten Tiefe V 
ogsina 
Diese Strömung ist an sich wohlbekannt als laminare Strömung mit konstantem 


2 uu . 
"_ auf einer ebenen Unterlage. 


Druckgefälle zwischen zwei festen Wänden?), deren Abstand gleich der doppelten Tiefe 


jer hier betrachteten Schicht ist. Die Geschwindigkeit erreicht in der Mittelparallelebene 
wischen den beiden festen Wänden ihren Höchstwert :.; es sei nochmals betont, daß 
liese Ebene eine freie Oberfläche ist. 


Die für das Auftreten von Zerreißungen maßgebende Spannung wird nach (9) 


ınd (2a) j 
S = — Po — 092cC08 «+ 0gz5in &; 


sie ist an der Oberfläche negativ, also eine 
Druckspannung, und ihr Betrag ist gleich 
dem Atmosphärendruck. Für die Unter- 
suchung im Innern der Flüssigkeit sind zwei 
Fälle zu unterscheiden Ist die Unterlage 
mäßig geneigt, @ < 45°, so bleibt S mit 
wachsendem z negativ; der Druck steigt mit 
wachsender Tiefe linear an, und Zerreißungen 
sind ausgeschlossen. Ist aber die Unter- 
lage sehr steil, @ > 45°, so wird S mit 
wachsendem z positiv, der Druck geht in 
Zug über, welcher unter Umständen z 
die Festigkeitsgrenze überschreiten #4 
kann. Jn diesem Falle liegen unterein- 
ander, durch parallele Ebenen begrenzt, ein 
Druckgebiet A, ein Zuggebiet B, ein Zerreiß- 
rebiet © (Abb. 4). 

Die Richtung der Spannung S ist nach Abb. 4. 
s) durch den Einheitsvektor 


oo +] = [8 
V: 


Ur 2 












| 
T 


K pagramn der 
I Geschmindigkeil 


) 
en. / 
Q. 
co 


bestimmt. Die Reißflächen sind parallel der Ebene z=x und laufen aus dem Innern 


ınter 45° nach vorne eecren die Unterlare: die Flächenelemente sctzen sich in diesem ein- 
geg ge; 


fachen Fall ausnahmsweise zu Ebenen zusammen, welche das ganze Zerreißgebiet durch- 
ziehen. Da durch die Entstehung einer Reißfläche der Spannungszustand lokal verändert 


wird, besteht die Gefahr des Abreißens der ganzen strömenden Flüssigkeitsschicht 
unter der Wirkung ihres eigenen Gewichis. 4 


Beitrag zur Lösung des ebenen Spannungsproblems. ) 
Von ERNST KOHL in Hannover. 


n meiner Dissertation (Hannover 1924) wurde die Aufgabe, den Spannungszustand in 
einer polygonalen Scheibe unter Belastung von in den Ecken angreifenden Einzel- 
kräften zu ermitteln, dadurch zu lösen versucht, daß dem Polygon ein Kreis ein- 
'eschrieben wurde, auf dessen Peripherie die Kräfte aus den Ecken verteilt wurden 
und zwar jeweils auf den ihnen angehörenden Kreisbogen —, um dann für die Kreis- 
;heibe unter den so erhaltenen Randbedingungen das Spannungsproblem zu lösen. 
'bschon dieser Weg zu annehmbaren Ergebnissen führte, befriedigte die Lösung insofern 


icht, als sie nicht im ganzen Bereiche exakt war, da längs der Peripherie des Kreises 


n Verlaufe der Hauptspannungstrajektorien ein — wenn auch teilweise recht schwacher — 
‚nick auftrat, wodurch immerhin die Möglichkeit nicht ausgeschaltet war, daß die genaue 


ösung doch noch erhebliche Abweichungen aufweisen könnte. Weitere Versuche, auf 


ieser Grundlage zu einer verbesserten Lösung zu gelangen, führten nicht zu dem ge- 
ünschten Erfolg, bis schließlich der hier eingeschlagene Weg sich als gangbar erwies. 


) Handb. d. Phys. VII, Kap, 2, S. 102. 


*) Gekürzte Fassung der von der Fakultät für Bauwesen der Technischen Hochschule Hannover 


ır Erlangung der venia lerendi für das Lehrfach »Höhere Festigkeitslehre und räumliche Statik« ge- 
ehmigten Habilitationsschrift. (W.S. 27/28). 
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Für das der Arbeit entgegengebrachte Interesse und mancherlei Anregungen bin 
ich meinen hochverehrten Lehrern, insbesondere Hrn. Professor Dr.-Ing. E.h. Grüning 
und Hrn. Professor Dr. C. Müller zu Dank verpflichtet. 


1. Darstellung der Spannungen des ebenen Spannungszustandes in Poten- 
tialfunktionen. Bei der mathematischen Behandlung verschiedener technischer Probleme 
bieten die Lehren der Funktionentheorie ein dankbares Hilfsmittel, insbesondere bei den- 
jenigen Aufgaben, die mit der Potentialtheorie in enger Beziehung stehen. Die Difie 


: : x OtrF Gr dt F 
rentialgleichung des ebenen Spannungszustandes -—— —+ 2 


E 2 s : ) ud y° ) 4,4 
Form einer Potentialgleichung so sehreiben Eu 0% 


re) 2 0? 2 F OF 
| v ‚)( rt \=0; 


)x? oy Iox Oys 


—0(0 1läßt sich in 


2 
“ 


f} ( F O?F ” Y Y ” * 
dabei stellt + die Summe der Normalspannungen in jedem Punkte dar. Die 
Ox ( y“ 


Vermutung liegt nahe, daß auch hier mit Vorteil die Theorie der komplexen Funktionen 
herangezogen wird. In der Tat ist dies auch schon geschehen; Föppl gibt in »Drang 
und Zwang« verschiedene Beispiele dafür an, jedoch handelt es sich bei den bisherigen 
Lösungen des ebenen Spannungsproblems mit Hilfe komplexer Funktionen ausschließlich 
um Einzelkräfte oder Kräftepaare in unendlichen Bereichen. Bei der hier gestellten 
Aufgabe, den Spannungszustand in einem beliebig begrenzten, ganz im endlichen 
liegenden Bereich zu ermitteln, müssen ganz andere Ueberlegungen einsetzen. 


Die Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Spannungszustandes, bezogen auf die 
rechtwinkligen Koordinaten &, %, lauten, in den Verschiebungsgrößen $ und 7 ausgedrückt, 


a VE ı3n . ß z 
wenn mite=&+&=;, +, - die ebene Dehnung bezeichnet wird, 
0x Oy 
r m+10e m+10e 
IE+ —0, Jn+— —-=0 ..0.2.2. ||. 
m—1 Ur m—10y 
Zwischen Spannungen und Verzerrungen bestehen die Beziehungen 
v e e 
0; : 26 (e. u ) A 0, — 9 G (2 — ) , Tıy == G . Yoy ö (2). 
m — 1 m — 1 


Die Gl. (1) lassen sich auf folgende Form bringen '): 


2m ed VE Ir ra) OE on I m [®) VE on re) JE on 
( Fr r ( 7-0, ( + ) - ( em =0 (3). 
n —- 10x \Odx Oy 9y\oy I 10y\0x2 Oy 


m — 0x2 \O0y Ox 
' ae 2m (98 Ir on GE 
Setzen wir hierin ( + ) = ®, — — U ERSTE u (4). 
m ıL 68 oO 0% Oy | 
Ig ra) U og Ow re 
so folgt — —, _—— E ° 
I‘r 67 oO, x 


d. h. zwischen 9 und % bestehen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; 
g und % sind also Potentialfunktionen: 


0? Y ( op @L w 02 177 
= u re... 
Ir“ Oo y* 0x? oO y? 
. . 2 m VE on 2 m 2 
Die Funktion = ( = ) > tm (0, + 0,) 
m —1 \VOx 7 m — 1 E 


stellt bis auf den konstanten Faktor 2/E die Summe der Normalspannungen in jedem 
om OE 


Punkt dar, während Y — ee die Verdrehung in jedem Punkt angibt. Setzen wir 
x 0% 

nun p und ?» als bekannt voraus, so bestehen zur Ermittlung der Spannungen und Ver- 

zerrungen die beiden partiellen Differentialgleichungen 


0E In m — 1 on QE 
° — ou R y Br = Y . . . . . . (8). 
Ux Oy 2 m dx oy 
Durch die Ansätze (siehe Föppl »Drang und Zwang«) 
. m+1 x. m+ 1 m—1 1. 
= YyYv+'h® +S, = — Y:9+- — Wrn. (9) 
4 m 4m p- 


Siehe Föppl, »Drang und Zwangs«e, I. Bd., 2. Aufl., S. 266 ff. 
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werden die Gl. (8) befriedigt, dabei sind ® und %W wiederum Potentialfunktionen, die 
mit @ und % derart zusammenhängen, daß 


0 op 39 dp 
G == u . = = . . . . . ° 0). 
’-. Oy’ v Oy Öx (10) 


ri 


Ferner sind &' und „' die Lösung der Gl. (8) unter der Voraussetzung, daß die rechten 
Seiten der Gleichungen verschwinden, so daß 
de On dm RP 


6: -— —=0. . ..:.:. 0.0. (1) 


Ox Oy Or Oy 


d.h. & und 7’ sind ebenfalls Potentialfunktionen und zwar stellen sie einen Spannungs- 
zustand dar, für welchen die Summe der Normalspannungen sowie die Verdrehung in 
jedem Punkt gleich Null ist. 

Aus Gl. (9) folgt durch Diiierentiation nach den Achsriehtungen unter Beachtung 
der Gl. (10): 


er 


OE m+1 Oy 0 2- 

Zr (Un 7 + lg ( + . (12a 
0x 4m J Ix J Ir \ ); 
on m +1 Ig m + 1 m— 1 In' 

— BR u MY. - 17 A V- . . . (12b), 
Oy 4m 7" VE u 4 m 4m Oy 

OE m + 1 Oy m +1 0E 

2 Ei 7 — Due ıly W + . e . ö (1 2c), 
Oy 4m u O'y 4 m 7 

In m + 1 er m—1 on! \ 
cn Re + BL 16 re 1,0 a SEE 
Ox 4m I! 4m dx 


Führt man die Gl. (12) in die Gl. (2) ein, so ergeben sich die Spannungen dar- 
gestellt durch Potentialfunktionen und deren Ableitungen: 








{4 „og m Os ‚ 
Oz mund E( —- + ) . . . . (13), 
2 4 Oy m +1 0% 
E Y Oc m oE 
ee (- EEE ie > Er . (14), 
1 Oy m+1 0x 
E ( ıp „7 Ip is m co ) ( | 
5 = Y a — — hi er | ® ® ® u ‚ B 9) 
= 4 4 02 m +1 0yJ 





2. Potentialfunktionen und konforme Abbildung. Es sei P(., „, eine Poten- 
tialfunktion im Bereiche B der z-Ebene (= % + :Y), erfülle also die Gleichung 
0?p 0? P 


; WE: 3 er er 


ap Oy? 
und nehme am Rande von B die dort vorgeschriebenen Werte an. Sehen wir nun £ und 
y als Funktionen zweier Veränderlicher v und v an 


= run Y=Yıaeo): : 0... : + RE 
so erhalten wir P(z,y) = P (Xu, Yu,r)) = Pü,r). 
Durch zweimalige partielle Differentiation nach u und v und nachfolgende Addition 
erhalten wir: 
2 p 2 p OP (9?x (2% OP (O°y 0% y 
} | 3 ) (5 ” Ow? 


2 


0? p Or 2 er (2? p Oy 2 oy 3 
| Ä 18). 
+ Ox? (6) ” Fr B + Oy? (5) ” (5) ( ) 
Verlangen wir nun, daß die Abhängigkeit = ru.) Y= Y‘u,r) derart sei, daß die 
Cauchy-Riemannschen Diferentialgleichungen 


3? p Fi ar Or 9y 

u » . r | 
y ) ) I»? 2) )+ 25 Ir Iu oO 6 
IV )32 \Ou OV IY z2z0y \Ou u V V 


— 


Or Oy ox Oy 

_—— —e a a 19 

du Ov’ Ov Ou ( ) 
erfüllt sind, so daß also der Bereich B der z-Ebene («=2-+:) auf den Bereich X der 
w-Ebene (wm — ut iv) konform abgebildet wird, so folgt aus den Gl. (19): 
O0?r O2r 0? c)2 
2 


Y 
2 


Y 
2 


= 0, — 0 . . . . . . . (20), 


Ju IV 


d® Ox oy Oy oz 9 Ox9y Or\? )ae\? Iyı? Iy\? 
A le un 6 en My ET —0 (21). ( ) +( \=(#) +( ) (22). 
Ou 


ou Ov du Ov Ou Ou Ov Ar Iu IV 


u? Ov 
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Damit geht die Gl. (18) mit Rücksicht auf die Gl. (16) über in 


(Ep p ()?p O?p F/d#\? Or\? P 
a le + 
(I u“ O vu” Üx O0 On er 


genügt im Bereiche X der w-Ebene ebenfalls der Potentialgleichung. 


Fine Potentialfunktion, die im Bereiche B der z-Ebene bestimmte 
Werte annimmt, stellt also im Bereiche K der w-Ebene wiederum eine 2 
Potentialfunktion dar, wenn die Bereiche B und K durch konforme Abbil- | 
dung auseinander hervorgehen, und nimmt in den den Punkten der z-Ebene 
entsprechenden Punkten der w-Ebene dieselben Werte an'). 


Im folgenden werde stets der Bereich B bzw. die Scheibe, deren Spannungs- 


d.h. Pur 


zustand untersucht werden soll, auf die z-Ebene bezogen, jeder Punkt ist dargestellt | f 
durch z=x2-+ 9%, während der Bereich X den Einheitskreis darstelle, und s 
2 g9(W), L = Ll(u,r) Yy = Y(u,e) ' 


bilde den Kreis auf den Bereich B ab. 


Weiterhin ist es nun zweckmäßig, im Bereiche X Polarkoordinaten einzuführen, 


also zu setzen | 
G=TrCO8d, v=-rsinu . . 2 2 202020. (24), | | 
dann ist | | 
OU OU . Ov i ()v 
— 008 4, — sin @, —= sin «, =co8«@ . . . (25) 
Or rOM Or roıs 
und 
Or or s r)da : road 
— cos @, — sin @, = sin @, =c0o84d . . . (26), 
ou Ov ur Ov 
daraus folgt: 
du Ov Ou ar - Or roOa Ir roOa 
Bu , . ‚ 197 ), — j - = — . . (28), 
Or rO«@ rOQa u), ou IV Ov ou 


daraus folet weiter: 


se () =: . IH Teit 


WERTE, Iu IJVv r? Iu Ou vd O1 
dr ()*y 1 ac BL? BL? 
de . ...(832). +—. =0. . . . (83). 
Merk (Iv* r ou? (@) v2 


Ferner bestehen folgende Beziehungen zwischen den Koordinaten X, % der z-Ebene 
und den Polarkoordinaten der 2©-Ebene. Es ist 


I or Ou de Om Ir 


de 
Br + — Cos «& —_- sın & 
Ir Ju Or ()v Or eE7 dv 
'y Oo ar O9 OV a 3% 
rn 2 — csa+;- sin« 
(!r (I (Ir (dv Or a7; UV 
34), 
ur Oz Ou 02 OVv art 0x e 
nn + ; Be sin &—+ COS «X 
roiAa !)uroa ovr Aa Ou IV \ 
oYy Iy (u o3y Ov Iy , ı) 
—- 4 _— sına@ COS «& 
ro’a durda oOvr(a u?’ OV 
woraus folgt: 
(x Oo (!27 Oy 
Ze; h ee tz 
Or ro roa Or ); 


weiter folgt aus G]. (34) durch Quadrieren und Addieren 


) 


()+(,) - =) +2) | u. 3% Ma. 


(u dv 


Die Summe der Quadrate 
(()p 2 u, 2 (’p 2 Oo y Oo 2 O8 2 Oy,3 OoY 2 = 2 
()+5- =&) +&) =, +H -(") +(2)=N (7 
or ro@ Jr) Gr r('a r oa Ir ra 


soll in Zukunft mit N bezeichnet werden. 


[N stellt für jeden Punkt das Vergrößerungs- 
verhältnis dar. 


') Stehe Bieberbach: »Differentialgleiehungen«. 1923, S. 292 tf. 
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Die Potentialgleichung (23) geht nach Einführung von Polarkoordinaten über in 


pP 2p oO P Wr )?r oP m LT, Pf IP\? Ir\? 
+ listn)tin (ats) tas (i) +5) 
() 11“ ( u” oO v*” In / 


N u” ()n* dr { / ()p” ıa Oor*® | { u 


r ’ 7 


pP Ida\? )a\* Oo? p [Or ıa (Ir a 
r r t | i+2 . fr , 
ı)a* “Er )v | OrOaloOu Od) od)» Im 


und unter Berücksichtigung der Gl. (29) bis (33): 


N? pP n2 P OP IoP | «pP , 
l = 0 
+, =— + HR =0 . 5 EN, 
(! u” (7 D* or*® r Tr r* da“ 


3. Einführung der Polarkoordinaten des Einheitskreises in die Ausdrücke 
für die Spannungen im gegebenen polygonalen Bereich. In der Scheibe B stelit 
sich infolge der gegebenen Randbelastung ein ganz bestimmter eindeutiger Spannungs 
zustand ein; in jedem Punkte einschließlich des Randes nimmt die Summe der Normal- 


. ® cd or 
spannungen 9,—+- 0, oder was dasselbe ist, die ebene Dehnung e = + . „also unsere 
z Or 7 


Potentialfunktion p einen eindeutigen Wert an. Uebertragen wir die Randwerte von 4 
im Bereiche 3 auf den Rand des Kreises, so gibt die Lösung der Potentialgleichung 
für den Kreis in den durch die konforme Abbildung erhaltenen inneren Punkten die- 
selben Werte @. Das Gesagte gilt in analoger Weise für die Potentialfunktion %. Würden 
wir die Randwerte von g und % wirklich kennen, so würde, da die Lösung der Potential- 
eleichung für den Kreisbereich keine Schwierigkeiten bereitet, der Spannungszustand des 
Bereiches B bis auf einen solchen spezieller Art bestimmt sein wie aus den Gl. (13), (14), 
(15) ersichtlich ist. Nun hängt leider die Kenntnis der Randwerte p und % von der 
l,ösung selbst ab, aus den Randbedingungen, die als Einzellasten bzw. ais Normal- oder 
Tangentialspannungen gegeben sind, lassen sie sich nicht ermitteln. Immerhin lassen 
sich Lösungen mit zunächst unbekannten Koeffizienten anschreiben, 


Y=( (ro); D=W(r,o), 


und 7 Potentialfunktionen sind 


“| “y ’ 
u 


ı 


! 


'ierner, da auch $ 


=, r, @) S Y _ 1 (r, X)» 

Mit diesen Lösungen gehen wir nunmehr in die Ausdrücke für die Spannungen 
im Bereich B, Gl. (13) bis (15), ein. Vorweg rechnen wir die partiellen Ableitungen 
nach % und % aus, es ist 


Ig Og or og da Ig Jg Ir Og pe 
= + A = + re: 3 °° 
2 Or Or O2 0x Oy Or Oy dad) 
Aus 


? = !(a.ı); = UÜ(z,n) 


folgen die vollständigen Differentiale 


Or ()y IA ar 
dr= dt + - dy; da=-—dt+ dıy, 
Or Oy sr: oy 
u dr dr 
und daraus nach Division durch dr bzw. dw, da — |, -0 ist, 
dr da 
(Tr  ; (ır OYy da (2 In 7, 
dx Or Ooy or )r Om 0y Ida 
| (40). 
Ir x Ir O0y I! 0x 7; IYy\ 
0 = . - . . U = —- .— 
0x (A 27 7; x o7 a} )r 
Somit ist mit Rücksicht auf Gl. (35): 
1 oy/or 027 or 
O r 1) Oylda road )yr 
Or IJe/Or Oy/Or )r\? )y\?2 N 
fd d (5) + (6) 
Ox/da Iyloda Or dr 
or — Jz/r da 34 Or rOG 27 Ir Or/rd)a roa Ve/dr OY/TrOa 
= == . u = R == i (4 1) 
Oy N N Vx N N oO N N 
Mit diesen Werten gehen die Gl. (39) über in 
Jg IgG Or Iy Or 1 09 Og I og IY | z 
—— . + . ) y u ( er —+ e ) . . (42). 
Ir ))r Or r)a ra N 07 Ir Or roa rd)a N 
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Entsprechend gilt für jede andere Potentialfunktion: 
ıı pP OP 0x oP ar 1 oP co P Oy oP u 1 
( ® —. . ) ‚ — ( ® —t ” . ° . (43). 
Or r dr rOa rOa/ N Oy or dr Va roO«a N 


Die Gl. (13) bis (15) für die Spannungen o,, 6,, 7 lassen sich also schreiben: 


1 1 
s g Y 'g IM og OoY 1 Mm VEOx O)E dr | 
0, oo E + | . N . - ii + a - 
| 2  \ Or Or ra rOa/ N mn +1 \v0r Or ra roa nl 


ı 9 £ r. 
U Oo Oy er OJy\ | m E08 O& )r 1 ı 
ui ES Ei MR \_— (; le rn 6 I) (44). 
ı \ör Or rOa rOa/’N m+ 1 \Or Or r0Oa rOla) N j 
| N y IgG re Ög Or 1 Im VE Oo )E IY oı\ 
u, =E|-— = | ) ” ) r | 
® 4 4 \ Or Ur r0d)a rV0a/N m+ 1 \Or Or röa rVa/) N | 


d.h. die Spannungen 9,, 6,. 7,, lassen sich als Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen r und « darstellen, denn % ist mit Rücksicht auf die gefor- 
derte konforme Abbildung ebenfalls von r und « abhängig. 

Nun ist noch ein letzter Schritt zu tun, nämlich die Spannungen so darzustellen, 
daß die Randbedingungen befriedigt werden können, die als Spannungen 9, normal und 
7„, tangential zum Rande des Bereiches B gegeben seien. Dazu erinnern wir uns der 
wesentlichsten Eigenschaften der konformen Abbildung. 

Durchläuft w den Einheits- 

' kreis, ausgehend etwa von.a, so 

| durchläuft z den Rand des Be- 

\- reiches B, ausgehend von a); 

jedem Punkt der Kreisperipherie 

entspricht ein Punkt des Randes 

Fr von B, jeder Punkt des Bereiches 

a u K wird in einen bestimmten 

Punkt des Bereiches B abgebil- 

det. Zwei Kurven C, und (C%, 

die in X den Winkel y ein- 

schließen, werden auf zwei Kur- 

ven Cı' und C, abgebildet, der 

Abb. 1. Winkel y bleibt erhalten. Dem 

Radius des Einheitskreises ent- 

spricht eine Kurve im Bereiche B, die auf dem Rande senkrecht steht, da der rechte 

Winkel erhalten bleibt. Eine Ausnahme bilden die singulären Stellen, das sind die Eck- 

punkte des Bereiches B, doch berechtigt folgende Ueberlegung zu der Annahme, daß 

diese Singularitäten auf den Spannungszustand nur einen ganz unwesentlichen Einfluß 

haben können. Denken wir uns die Eeken durch einen beliebig kleinen Kreisbogen 

fortgeschnitten, so daß die Kanten Tangenten an diese Kreise werden, so kann dadurch 

der Spannungszustand unmöglich nennenswert beeinflußt werden. Andererseits wird die 

Funktion, die die konforme Abbildung des Kreises auf diesen Bereich vermittelt, keine 

Singularitäten mehr aufweisen, aber auch keine wesentlichen Abweichungen von der Ab- 
bildung des Polygons zeigen. 

Wir werden nun versuchen, die Spannungen o„ in Richtung der den Radien 
«@ — konst. entsprechenden Kurven, 0, in Richtung der den Kreisen r = konst. entsprechen- 
den Kurven und 7,, in diesen beiden Schnittrichtungen auszudrücken durch o,, 6,, 7;,- 
Bekanntlich sind die Spannungen in einer Schnittrichtung, die mit der %-Achse den 
Winkel % einschließt, 

On = 6,008? 0 + 0, sin?’® + 27,, sin d cos 9 





= 6, sin?® +0,c0s’9 — 2r,,8sindcos%) . . 2.2...(45). 
0,2 \ 
In — (0, — 0,) sin 9 cos 9 + r,, cos 2% 
Schreiten wir nun längs eines Radius fort, so ist @ = konst., somit 
I ta 
du=-0= _— :.dti+ -dy, 
!x Oy ’ 
also ist die Diiferentialgleichung der den Radien «= konst. entspreehenden Kurven der 
z-Ebene gegeben durch die Steigung 
dy Ja/)x Iy/Or Ox/rda 


=—— = ig oO —— —— ; a . . ° (46). 


dz 0a/dy 0xz/Or Oy/rda 
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Entsprechend erhalten wir für die den Kreisen r = konst. entsprechenden Kurven die 
Steigung aus 


Ar dr 


dr= (0 = dx -—+ dy 
Jr Oy 
r dy Orldöx Vr/Or Ou/rom 
zu = — zu ig 2 — = —— s . . : . (47). 
dx IOr/Oy ouw/Or Oafrda 
Aus Gl. (46) folgt 
4 ()y/O r)? 
g’v= 
(dx/O r)* 
und daraus 
eg (Oy/Or)* . (Ox/Or)? R Oe2/Or*Oy/jdür \ 
sin’d— — : cd —= : sindcosd — (48). 
N N N 


Unter Beachtung der Gleichungen (44) und (48) gehen die Gl. (45) über in 


4 


‚I gp We/or)? v O2/Ar Oydr y/VpoOy Ic oy 1 m 00x 0E 0x 1 | 
2| 3 . (7 a + ( ) | (49). 








2 N 2 N 4 \OrOr r)ar0a/ N nm+1\Or Or rda re N | 
_ n|$ (( \y/d n_ v Or/)r Oy Or m Y (22 027 Og Oy | | m e x = OE Or 1 | (50), 
2 N 2 N 4 \Orör r)arOV)a!’ N m+1\Orodor rOarl)a/ N 
E p Ox/Or Oy Ir [ y (Ox f) r)2 — (Oy/Or)® re Y (2: Ir _ Og Ir ) 1 . m 28 Oy . o£ oY E | (51). 
L 2 N ! N 4\9r0r rV)arOa/ N m+1\OrOr rOarlda/N | 








Diese Gleichungen geben für jeden Punkt des Bereiches B die Spannungen in 
zwei bestimmten, durch die konforme Abbildung festgelegten Schnittrichtungen an; ins- 
besondere stellt für r=1 die GI. (49) in jedem Randpunkt die Normalspan- 
nung, Gl. (51) die Tangentialspannung dar. 

Damit sind wir am Ziel angelangt, denn setzen wir für 9, w und 5 allgemeine 
Lösungen der Potentialgleichung für den Kreis ein, so lassen sich deren Konstante aus 
den Randbedingungen des Bereiches B nach den Gl. (49) und (51) ermitteln. 


Die hier entwickelte Lösung des ebenen Spannungsproblems ist, da wir uns bisher 
keinerlei Beschränkung auferlegt haben, auf jede beliebig begrenzte und beliebig 
belastete Scheibe anwendbar. Trotzdem sind bei der Anwendung unter Umständen 
erhebliche Schwierigkeiten zu erwarten. Wenn auch theoretisch jeder der hier in Frage 
kommenden Bereiche auf den Kreis abbildbar ist, so ist doch die genaue Abbildungs- 
funktion bisher nur in vereinzelten Fällen wirklich bekannt. Allerdings läßt die 
Tatsache, daß sich die Ausdrücke für die Spannung Gl. (49) bis (51) doch nicht in eine 
geschlossene Form, etwa in eine einzige Fourierreihe entwickeln lassen und wir sie den 
kandbedingungen punktweise anpassen müssen, die Hoffnung berechtigt erscheinen, daß 
wir auf die exakte Abbildungsfunktion eventuell verzichten und uns vielleicht mit Nähe- 
rungsabbildungen begnügen können. Eine zweite Schwierigkeit besteht in der Auffindung 
der Funktion °', die, wir mir scheint, in engem Zusammenhang mit der Abbildungsfunk- 
tion steht. 


Als allgemeiner Ansatz für 9 ist in Gl. (49) bis (51) einzuführen: 


E-— = S.(a,r" coonea +b.r"sinne) . .» 2» 22.82). 
Wie die Rechnung praktisch durchführbar ist, soll p 
nun an Hand eines einfachen Beispiels gezeigt werden, N 
das aber trotz seiner Einfachheit eine ganz erhebliche n 


Kechenarbeit erfordert. 


4. Beispiel. Die durch 3 Einzelkräfte in den 
Ecken belastete gleichseitige Dreiecksscheibe. Eine 
Scheibe von gleichseitiger Dreiecksform und neben- 
stehenden Abmessungen werde in den Ecken durch drei 
gleichgroße Einzelkräfte P=5t belastet. 

Die Abbildung eines regelmäßigen n-Ecks aui | / 

pP 


Ö-/cm 
oo: 














den Einheitskreis, welche die Mittelpunkte beider Be- 
reiche ineinander überführt, wird vermittelt durch die 
Funktion Abb. 2. 
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r dw "x. \ 
2 = - . . (53)'), 
(1 wre 


wenn w=u-+?’v einen Punkt des Kreisbereiches und 2=27-+% einen Punkt des n 
FEcks darstellt. Für das gleichseitige Dreieck n —= 3 lautet die Abbildungsfunktion demnach 


z = [ = = a ; ° ° ° 
l 3 


w°) 
0 
Entwickeln wir den Nenner des Integranden nach Potenzen von w?), so erhalten wir 


„ [Zi 


P ” r 2 ni 2 5 2 > 8 a 
2 — dw (N mw’) 76 m dw | IL+ u’ + . w’ + . w’ + ) 
3 3 6 369 
0 u 
Die gliedweise Integration ergibt 
. 2 w* 2 ; u! 2 5 S ıw v 2 5 he) 11 uw"? 
» u ’y 11° —- . N . j ei: ° ° . 4 ° . ° . —-- 
3 4 36 7 36.9 Ww 36 9 12 13 
mit 
w —= r (0608 @ +: sin «), w" =r(cosn«@-+i:sinn «) 


erhalten wir nach Gleichsetzen der realen und imaginären Teile für die beiden reellen 
Größen X und % die Reihen 


. 9) y! ) J Y = x C PN +1 ”-  ' 
 =1r(0050 4 as54Qa+4 .— +.C008744 >> Prtlcos(in+1)a (55), 
3 | 3 6 7 39nH+ |] 
m" _ :— 35 Mf u vw En 3n+1 sin: | 56) 
Yy—rsindad-+ —- sin4daH °— + — + SIn/a-H = Er sin(an+i)a (56), 
3 ' 3 5 fi anH+ | 
wo 
2 > 3 In 1 
Cy —— | x C, — 
) 19) 4 In 
Die partiellen Ableitungen nach r bzw. « sind 
Ir I'y > 2 > 5 _ . “ rn 
= cos « — r’cos4« + . rc Ta +... = 2% c. Tr?" cos (3 n—+ 1) @ (57), 
)ır roIa 3 > vb 
x )y - 2 32 2 > x ’ . P r 
=— sın« r’sınl « . :r’sın 7 a — .——- cn pn sın (3 nt l)« (58). 
rOoAa or 3 3 6 


Die Kreise r=!;, "a, ”/,, 1 und die Radien 7/12, 2z/l2, 37/12 werden in bestimmte 
Kurven abgebildet. Durch die Gl. (55) und (56) lassen sich diese punktweise festlegen, 
und die Gl. (57) und (58) ermöglichen auf Grund der Gl. (46) und (47) die Angabe der 
Steigung in jedem Punkt. Das Ergebnis der Rechnung zeigt Abb. 3. Der Einheitskreis 
wird auf ein gleichseitiges Dreieck von ganz bestimmter Größe abgebildet. Da die 
Reihe (55) für «= 0 sehr schlecht konvergiert, wurde der Wert von % für = er- 
mittelt, er ergibt sich zu — — 0,5833. Damit ist die Größe des Dreiecks festgelegt. Um 
den Kreis auf das vorliegende Dreieck, dessen Höhe 12 cm beträgt, abzubilden, müßten 


2) [) 1» * v N . * . . . go 
wir in (54) eine Konstante C — einsetzen; ich ziehe indessen vor, diese Konstante 
0,8833 
} 4 i pP 0,883: ’ 
von vornherein auszuschalten, indem ich dh» — 1104,125 kg als Belastung des 
© N 


»Kinheitsdreiecks« einführe und mich weiterhin nur mit diesem befasse. 

Die Auswertung der Reihen (55) bis (55) erfolgte nur für den Winkelraum @&—0 ! 7/3 
und zwar für die inneren Punkte für @«—= 0, 7/12, 7/6, z/4, a/3;, für die Randpunkte, da 
die spätere Rechnung eine größere Genauigkeit verlangt, auch für die Zwischenpunkte 
“X n/24, 32/24. 57/24. 77/24. 


Siehe H. A. Schwarz, Gesammelte Mathematische Abhandlungen. II. Bd., 1890, S. 76. 

?) Ob der hier einzeschlagene Weg zur Berechnung der konformen Abbildung den Mathematiker 
befriedigt, oder ob er über ande e Mittel verfügt, weiß ich nicht; mir kam es lediglich darauf an, auf 
einem leichtverständlichen Wege zum Ziele zu kommen, der aber gleichzeitig eine beliebige Genauigkeit 
der Abbildung zuließ. 
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Abb. 3. 





RAY36Z3 


Werden die Radien fortlaufend numeriert, 0, 1, 2... (siehe Abb. 3), so sind die 
übrigen Werte von X und %, wenn die Koordinaten mit dem entsprechenden Index ge- 
schrieben werden, zu errechnen durch 


er er _ N f; / ‘ , fs 
Yıs - L° | 2 | 7 + r Un; Lies rn =— > L, + Un 6,” 2 V 3 (n = V, l, ‚fi 3, 4 ... 8) (59). 
Die Steigung der Kurven « = konst., d. h. der Winkel %, für die Punkte zwischen 7/3 
und 27/3 bzw. 27/3 und ist 


{ Ib $n == 120° I u 


UT m EE © TR | EELIEE ;° 


Die bei der späteren Rechnung gebrauchten Werte sind zum Teil und zwar für r= | 
und r=!/s in Zahlentafel 1 zusammengestellt. 

Für die Randpunkte des Dreiecksbereiches lassen sich ohne weitere Rechnung über 
die Beiwerte in den Ausdrücken für die Spannungen noch folgende Angaben machen, 
die durch die ltechnung natürlich bestätigt werden: 


( 


Für «—=0 ist Y—=0, also 





re (>? . de d!y Ir Oy 


)yr Ir OÖreor Or l E Or ; 
—1, SE 0, —=(, .— =-0, da YN=«, 0 (61) 
N N N N VN N 
für die Dreiecksseite, die dem Kreisbogen « — 0 bis «= 27/3 entspricht, ist 9 — 60°, also 
er (2 020y Er, )y 
Vor 1 dr 3 Or0dr N Or 1 or 1 3 . 
— . : zz R — V K. . - = ; , = j E . (62 ); 
N 4 N 4 N 4 N IN N ) N 
für = 2n/, ist 9% —= 120°, also 
(2 eh 92 0y I Oy 
/ 
Or 1 Ir 3 OrOrT | Or 1 Or l 3 i 
) - ) = MER | 3, Eid ai —=I(, — | 0 (63) 
N ' N 4 N 4 N 2x N 2 UN 
für die Dreiecksseite, die dem Kreisbogen «= 27/3 bis «— 47/3 entspricht, ist Y = 7, 
also 
41 Bi 2 O2 0y dr Oy 
()r >.) Oror Or | Or 
=1, =0, =0, = — —, Z=0. . (6). 
N N N N Vn N 


Nach diesen Vorbereitungen können wir uns nun wieder unserer eigentlichen 
Aufgabe zuwenden. Bei der angenommenen in bezug auf drei Achsen symmetrischen 
Belastung der Scheibe ist «3 — Y(- a), also läßt sich 9 (G]. 52) durch eine reine cos 





























EEE LTTEETET NN ZEEETTERRE 


er 


> 


a 


on Zr 


I 


ee - at a Frei 


eG. ER ERDN 


rn Mater 














TAT TREE Banane re 03 Se 


ne 
it) 


Ztschr. f. angew. 












































150 Kohl, Beitrag zur Lösung des ebenen Spannungsproblems Math. und Mech. 
Zahlentafel ıl. { 
r a 2 y | N 1 | N y | N et Y N ı/V N y/YN 
0 1,7666 0 % 0 1ör/o4 | 1,001 0,935 | 1,07 1,071 
t/ga | 1,12 0,37 1,9 0,527 | 0,195 | !#r/g, | 1,067 1,19 | 0,84 0,897 , 
“rl | 0,965 0,463 1,19 0,54 0,389 15 7/9 1,155 1,9 0,527 0,61 
T/9y4| 0,845 0.529 0,935 1.07 0.566 16 r/o, 1,5285 L 0 ” . 
n/a 0,75 0,587 0.794 1,26 0,74 17 n/o4 | 0,785 1,9 0,527 0,414 
5 n/g4 | 0,666 0,635 0,71 1,41 0,895 18 n/g4 | 0,602 1,19 0,84 0,507 
r 1 ur/y 0.588 0.6805 0.66 1.515 1.03 19 rn 24 0,466 0,935 1,07 0,5 
r/94 | 0,513 0,723 0,64 1,5625 | 1,13 Or/og | 0,356 | 0,794 1.26 0,449 
SnT/o4 | 0,4417 | 0,765 0,63 1,587 1,214 21lr/o4 | 0,259 | 0,71 1,41 0.365 
Burr 0,307 0,64 1,5625 1,26 22r/o4 | 0,169 | 0,66 1,515 0,256 
10 7/94 0,849 0,66 1,515 1.285 23 7/94 | 0,082 | 0,64 1,5625 | 0,1281 
ıı8ja, 0,895 0,71 1,41 1,26 24r/ | 0 0,63 1,587 0 
*/a 0,943 0,794 1.26 1,188 
Ph U N + cos > sin F ] 
0 0,5111 0 1,0931 0 1 0 Ä 
"/y 0.48797 + 0,1391 1,0605 15° 40 + 0,947 + 0,320 
0,4273 0,2587 0,995 34045 0,821 0,570 ' 
0.3436 0,3532 0,943 48” 10 0,667 0,745 | 
3 0,2451 0,4245 0,9245 60° 0.5 0,866 
ön/ıs 0.1341 0.474 0.943 71° 50 0,312 0.950 
r la ng 0,0103 0,499 0.995 85° 15 0,083 0,996 
’r/ı9 0,1235 0,492 1,0608 101° 20 0,197 0,981 
ang 0,2555 0,442 1,0931 120° — 0,5 0,866 
1/4 0.3645 0.352 1.0603 1380 40 — 0,751 0,660 
on/, 0,4377 0,241 0,995 154° 45 — 0,904 0,427 
Iln/,. 0.4777 0,121 0.943 1680 10 — 0.979 0.2051 
7 — 0.4906 0 0.9245 180° 3 0 
cos“ 4 OeoOy a un | N cos sin’ \Or ur 
s ; ( u 
va r dr. dr x e _ N Y/2 z Yv/a x 2 N 
er Ir Ir 1 
N — e0s® a 
2 
(0) ) 0 + 0,915 0 () 0 +-0.5 
/19 0,897 + 0,303 0.893 0.302 + 0,0621 0,021 0,397 
6 0,674 0,468 0,825 0,572 0,107 0,074 0,174 
N 0,4449 0,497 0,707 0,790 0,125 0,139 — 0,0551 
t/a 0.25 0,433 0.541 0,937 0,115 0,199 — 0,25 
ön/ıy 0.0973 0.296 0.33 1,007 0,078 0,2539 — 0.4027 
r: 1/g t/g 0,0069 0,085 0.0834 1,001 0,021 0,25 — 0,4951 
Ir/yg 0,0388 0,1927 0.186 0,925 — 0,0457 0,228 — 0,4612 
arn/a 0.25 0.433 — 0,4575 0,792 — 0,101 0,175 - 0,25 
f 0 564 - 0,4959 0,709 0,622 — 0,125 0,1095 + 0,064 
on], 0,8172 0.3858 — 0,908 0,429 — 0,1095 0,052 0,3172 
117/19 0,9584 0,2007 — 1,038 0,2175 — 0,063 0,0132 0,4584 
nr 1 0 1.08 0 0 0 0.5 








Reihe darstellen, und zwar nehmen nur die Koeffizienten mit durch 3 teilbarem Index 


2 2n i 
einen von 0 verschiedenen Wert an, da Y() = % ( —— «) —g ( 4 a), somit 


3 
Zu: S ‚an ee nr) 
Er = 2 anr"" COSINE. 2 ee. (65) 
- 0 


E* — I %,„r’"sin3n« 2! 2 Vo 
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ferner ist 


E Og o , E Vg 


IN "An r’"Teosädn«, _- — 331: Gur"tsindne. 

2 or 2 rda 

Um über die Potentialfunktion $’ Aufschluß zu gewinnen, stellen wir folgende 
Ueberlegung an: In den Punkten «=zr/3, «&—=n, @«—5n/3 einerseits, «= 0,27/3, 4/3 
andrerseits nimmt die Summe der Normalspannungen auf Grund der angenommenen Be- 
Iastung denselben Wert an. Ferner ist in diesen Punkten die Verdrehung w= 0. Auf 


Grund dieser Bedingungen läßt sich zeigen, daß folgende Gleichungen bestehen müssen: 


EN 
(- - = U) i ’ N 1 R R (67), 


roa 
m dE' m JE’ a 
- =—2 | ) ie (68), 
4 m+1\Or/r m+1\Or/r/3 
JE 
( ) et 
ro a/Jo 


>) | 
m oO m 02 
Fu Aal, in EEE. 
m+1x\Or/o m+1N\Ur/2r/3 


Die Bedingungen (67) bis (70) werden erfüllt durch den Ansatz 
,E . a od & ü i 2 N 
Eee Eb.rrcos(dn+1)ae, E’— — — Ib.r’"sin(dn+1)a (71), 
m+1 vor m+irV0a 
welcher andererseits, wie man sich leicht überzeugt, die Gleichung /\ 5 = 0 erfüllt. Mit 
den allgemeinen Ansätzen für 9, w (65), (66) und £’ (71) gehen wir in die Gl. (49) bis 
51) ein und erhalten: 


R =) Ox Oy 
Or x OrOT x | : \ 
O, == <= Azn r’"COSINA — = Anr’"sinsn« 
N N 
Oy Ö Y 
Orn, .. ; yroaxı, REN ey 
_ S3naz.r’"-!cosd3n« — — Z3na,r’""Isind3ne 
2 N 2 N 
or oy 
OTa 3 \ Ir x u. z \ 
r— = banrdrcos (En +1) — = br" sin(n+1)a . .-. (72), 
=] Oox Oy 
#7 5 a; -. OrOra rn 
G, zu = Az. r’"cos»>nad— ut" BB SS NM 
N N 
Oy Oy 
yUOrx a ’ „Ta, u 
+ ZINaA.r?’r1cos3na+ NS 3na.r’*"sindne 
2 N 2 N 
I Oy 
Org an a) \ Or hs 3Nn ot “ 9 
- zZ b,,.rr cos (ön—1)a—+ hir" in (Bn+1)a . . . (73) 
N N 
Ox0y Ox - +43 
(8) r Ir v n (5) or \ ‘ . 
= — Las. r’RrCcos3ana— 2 Azur?" sindna 
N 2N 
Ox Oy 
Y 0 r ur > _ 2) Y oO r ‘ ß _ . ‘ 
— SInanr’rtcoosna-+ SInaz„r?"'sin3na 
2 N 2 N 
Oy IOx 
Or cu 2 Be ‚ ee 
“Z SS bznr’r cos (in +1) — “ br sio (In +1)eae. . . (74). 
Ps 4 


Nun ist zu überlegen, wie wir die noch unbekannten Koeffizienten a;. und d,„ am 
'weckmäßigsten aus den Randbedingungen des Problems ermitteln. Es ergeben sich in 
ier Hauptsache folgende Möglichkeiten: 


1. Das Idealste wäre, die Ausdrücke für o„ und z,, je in eine unendliche 
‘ouriersche Reihe zu entwickeln und die Randbelastung ebenfalls in dieser Weise dar- 
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zustellen. Ersteres bietet leider erhebliche Schwierigkeiten und ist mir bisher nicht 
gelungen. 

2. Entwicklung in Fouriersche Reihen mit einer beschränkten Anzahl von 
Gliedern. Dazu ist erforderlich, da sich Einzellasten durch eine solche Reihe nicht dar 
stellen lassen, statt dieser eine bestimmte Spannungsverteilung über einen Winkelraum : 
vorzunehmen, wobei & recht klein gewählt werden muß, da das Vergrößerungsverhältnis 
der Abbildung nach den Eckpunkten zu nach = geht, d. h. ein verhältnismäßig kleiner 
Kreisbogen wird in den Ecken auf ein verhältnismäßig großes Stück der Dreieckseite 
abrebildet. Daraus ist zu schließen, daß die Anzahl n der Glieder der Fourierschen 
Reihe recht groß gewählt werden müßte. 

3. Die Spannungen aus den Eekkräften werden errechnet wie im unbegrenzten 
Winkelraum und überlagert. Die sich in den Dreieckseiten ergebenden Randspannungen 
werden mit umgekehrten Vorzeichen als neue Randwerte eingeführt, und der sich aus 
diesen ergebende Spannungszustand ist dem ersteren zu überlagern. 


Dieser Weg, den wir für unsere Rech- > 
nung wählen wollen, hat den Vorteil, daß A, 
einerseits die Einzelkräfte für die weitere 
Rechnung ausgeschaltet werden, andererseits 
nehmen die Eckpunkte in der Randbelastung 
jetzt keine besondere Stellung mehr ein und 
können unter Umständen, wenn sich bei der 
Aufstellung der Gleichungen Schwierigkeiten 
ergeben sollten, übergangen werden. 








\bb. 4. Abb. 5 


Die Spannungen im unbegrenzten Winkelraum werden errechnet nach der von 
Herrn Professor Grüning angegebenen Formel: 


2P /cos: cos: sin& sing =. 
# Be | A), Org ——— , E == U # ° ° we } 
r+ od a-+sina a sin « 
Sie nimmt in unserem Fall: d=1, S—0, 9—7 (s. Abb. 5) die sehr einfache 
Form an: 
fi co? ’ t cos 
| 1.045535 P 
zT sin 7/o 7 
. > , ar 
== 110 20: . „ 008 - 
mit / ] 4.125 ET ’ (76 
ns 1.2 ' h 2,6499 .. ü Q m . 
Für die Randpunkte istr — == : somit 6, = 436,1 cos’y und die Randspan- 
cos Y c08' 
nungen sind 
On = 0, 08° y = 436,1 cos y*, Tu = 0, 8iNn cos y— 436,1 cos? - siny. 


In den Dreiecksseiten ruft nur jeweils die gegenüberliegende Kraft Randspannungen 
0„ und 7,, hervor. In nachstehender Zahlentafel 2 sind diese Randspannungen angegeben 


Zahlentafel 2. 





Punkt a On zr Punkt X O, Tus 
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Die im Gleichgewichtszustand I — Eckkräfte P, Randbelastung 0, und 7,„, nach 
Zahlentafel 2 — im Innern auftretenden Spannungen wollen wir zunächst außer Acht 


lassen und uns nur mit der Frage beschäftigen, welcher Spannungszustand stellt sich in 
der Dreiecksscheibe ein, wenn wir die eben errechneten Randwerte nach Umkehrung der 
Vorzeichen als Randbelastung einführen — Gleichgewichtszustand II —, so daß nach 
Ueberlagerung beider Zustände sich in den Kanten die Spannungen 0,=0 und 7,= 0 
ergeben und in den Ecken die Einzellasten P wirken. 

Setzen wir in den Ausdrücken für die Spannungen (72) und (’4) r=1, «= n:n/24, 
n—1,2,3,4....24, so läßt sich für jeden Punkt eine lineare Gleichung für o„ und 
eine für z,, anschreiben, die als Unbekannte nur die @,„ und 5b;„ enthalten. 

Die Gleichungen, die wir für @=0 bzw. @—=2n/3 aufstellen, wollen wir vorweg 
betrachten; wir erhalten für @ = 0: 


vg 1 
a) (,)=m ts ++ .... + (db +b+b-+...) 
N 


b)z=0. Für «= 2n7]3: 


\ 1,528 - 5 ,, . 1 
C) (0,)2r/3 - la} Ag ! Act ....) r \: (3 dz t 6A. +9 Br .) Ilg* j N (bo + bs +5; +...) 


1.528 


/ 1 
d) (u)2 3 ==") om ta +a+....)+ | er a3 +6 +...) 


+ l/, ’ f2 (b — b; + b. + 0 oh 

Setzt man hierin Vn= »,so ergibt sich ein Widerspruch in a) und c) einerseits, 
da die linken Seiten einander gleich sind (0,)o = (0,)2r/3; andererseits in d), da (7)2,/3= 0 
sein muß. Addieren wir Gl. c) und d), nachdem d) mit /3 multipliziert ist, so ergibt 
sich unter der Voraussetzung (7)2r,3 — 0: 


, 1 
(On) 2rjs an (01) = u +04 + + ..:+ y. (Du } b; + b; a 5 


Wie sich bei der späteren Rechnung zeigen wird, ergibt sich (7)2-/3 = 0 aber nur, 
wenn die Randbedingung in jedem Punkt genau erfüllt ist, in diesem Fall geht Ib,,>», 
womit der Widerspruch seine Erklärung findet. 

Da wir die Lösung den vorgeschriebenen Randwerten nur in einzelnen Punkten 
anpassen, wobei wir mit der Genauigkeit natürlich beliebig weit gehen können, schließen 
wir die Eckpunkte selbst aus, ohne damit einen bedenklichen Fehler zu begehen, da es 
uns ja frei steht, in nächster Nähe der Ecke schon den vorgeschriebenen Randwert zu 
erreichen. Im Verlaufe der weiteren Rechnung wird der Grad der Genauigkeit des Resul- 
tates bei verschiedener Anzahl vorgegebener Randwerte deutlich in die Erscheinung treten. 

Zunächst wurde die Rechnung durchgeführt, für den Fall, daß in @«=n/6, n/2, 
57/6, ferner in @—=n/3 und z die Randbedingungen vorgeschrieben wurden. Für die 
Punkte 4, 8, 12, 20 läßt sich je eine Gleichung für die Normalspannung 0, und Tangen- 
tialspannung 7,,, in 24 eine Gleichung für o„ anschreiben. Im ganzen stehen also 9 
Gleichungen zur Verfügung. Um Klarheit darüber zu haben, wieviel Unbekannte wir in 
diese 9 Gleichungen aufnehmen dürfen, überlegen wir folgendes: Durch die vorgeschriebenen 
tandwerte von 0, und 7,, in den angegebenen Punkten sind in diesen Punkten auch 9, w, 


OS 075 ” vo 
and ; bestimmt. Diese Werte mögen mit dem Index des zugehörigen Punktes (s. 
or TUVA 


Abb. 3) bezeichnet werden; dann lassen sich folgende Gleichungen hinschreiben: 


I. LI. 
4) a —@=(E r.) ı) +m—-(E*) 
2 /4 274 
3) ma + = (# r) 
Y 4 ’ Y w 
12) a -4=(B 12) —a=(E?) 
) a 2/12 \ 2 712 
20) @ -s=(E?) 20) +s=-(E") 
2/20 2/20 
24) o — GG + = (# r ) 
“7/24 
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III. IV. 


v Em O8 
4) + 1/3, — db —! ‚3; = (4') - 1/e Do 1 „3b; | 1/, bu . ( 


m+1l\rV0a 


) | Em ‚09€ 
3))+ in bs — ad; h (8') -. a] 3bo+' | 3b; ,| 3b; - 


m+1l'rOa's 


\ v r y Em or 
12) + b; n | (12') ie ( 
. 12 


m+1i\roa 


. « 1} 1 a ' Em (9# 
20) — ', V)3 — "/2 5 + "38; = (20) —"/abo+1/2 383 + "726 jr ) 
7: m rOa/J29 


24) . bo + b; — De zu ( 


m+1 \UOr’34 

Gleichungssatz I und II liefern 3 Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 
a,; ebenso sind zur Ermittlung der 5b, in den 9 Gleichungen der Sätze III und IV nur 
3 voneinander unabhängige Gleichungen enthalten. Um das zu erkennen, stellen wir die 


Gl. (71) den Gl. (55) und (56) gegenüber. Der Vergleich lehrt, daß den Gleichungen (59) 


IE 2 


.. ( - ( = .. . .- 
analoge Gleichungen für ‚„_ und bestehen müssen, es gelten die Beziehungen: 
vr rU@ 


23 0: Ar 

> „u un ı / » 1 Er E > 
FE u ‚v3 ( Ä 
or 16 + n or n rOa@/n 


”y 


0: Ö: dp 
( ) A . 7 ( ) \ 
rOoa en rn 


l6+ n rda 


(n=0,1,3,...8), 


und daraus folgt: 


»y 


\ j9OS 
2) (5) + 
Or/16—n or 


»y 


OS i 
b) V3 ( ) ; 
rO« 16 n 


a er- e 
c) V3 | ) = ( 2.4 | 
rOa/16+n Or/n Or 
er QE IE 
ee 
rOa/n rVaJ/16 N rVda/il6+n 


Unter Beachtung der Gl. (65) und vorstehender Gleichung a) und d) erkennt man, 
daß sowohl Gleichungssatz III als auch Gleichungssatz IV sich auf 3 Gleichungen zurück- 


oe 
führen läßt. Die Gleichungen b), c), d) schließlich sagen aus, daß die Werte a durch 
rvoa 


bestimmt sind, und somit können die 5b, aus einem der Sätze, III oder IV, eindeutig 


oe 
Ir 
bestimmt werden. Daraus ist ersichtlich, daß bei dieser Anzahl ausgezeichneter Punkte 
für a, und Db„ je 3 voneinander unabhängige Gleichungen aufgestellt werden können, so- 
mit die Zahl der Unbekannten 2.3 —= 6 gewählt werden muß. 

Allgemein ist die Zahl der Unbekannten für die a, und db, je gleich der Anzahl 
der in einer Dreiecksseite liegenden ausgewählten Punkte, während 3 n Gleichungen zu 
ihrer Ermittlung zur Verfügung stehen. 

Nach Berechnung der Koeffizienten der a, und b,„ in den Gl. (72) und (74) ergeben 
sich für den zunächst vorliegenden Fall von 2:3 Unbekannten die 9 Gleichungen: 





ao a6 





- 1,673 26 . | (o,) rs 

| an) Re 

+ 0.6735 : 5V3 | 5V3 | (m) Re 
+ 1.211 26 1 (In) rl 
1,793 


= 0.5] 3 .. (Tns) "le 
— 0,5 ” — 0,5| 3 I —0, (Tas) "le 
| +0, ‚s (On) Tg 
— 1 (On) T/z 
0,5| 3 I + 0,5| 3 i £ (Ta)"T/z=0 
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/ - ist hierin als gemeinsamer Faktor der 5, anzusehen. Wir finden aus diesen 


Gleichungen die folgenden: 





Gleichungen 





4 +12 + 20 „ + 1,001 3,509 | 3 (ana), = — 1261,2 
1 ' ’ ! | 
(12’ + 20) + 0,3359 17 | (Onr/, 


+ 2,504 2, 3 (T)r/, = + 169,8 


(IV’) + 0,8354 | ‚6 (Tas)r/, 


vi +0,75 + 0,83 | r 1,5 (Or, = — 654,15 


'. 


(VII) + 0,433 + 0,478 | ‚389 05/3 (or 


3 





Somit lassen sich aus den 9 Gleichungen 6 Gleichungen für die 3 Unbekannten a, 
allein herausschälen, dle aber keine Widersprüche enthalten, da je 2 dasselbe aussagen. 
Wenn diese Bedingung in den Koeffizienten nicht überall genau erfüllt ist, so liegt das, 
wie man leicht einsieht, an Ungenauigkeiten in den Werten %, während größere Ab- 
weichungen auf einen Fehler in der Berechnung der Koeffizienten schließen lassen. E 
liegt nahe und wäre möglich, die Koeffizienten der zuletzt gewonnenen Gl. (IV), (IV’) 
und (VIII) direkt zu ermitteln; ich ziehe indessen den hier eingeschlagenen Weg vor, um 
nicht der darin gleichzeitig vorhandenen Kontrolle entbehren zu müssen. Die Auflösung 


der Gleichungen für die a, ergibt 
o—=— 920,1, a; = + 77,84, a —= + 11,84. 
Nach Einsetzen dieser Werte lassen sich zur Ermittlung der Unbekannten bo, dba, bs 


Gleichungen angeben. Um deren Verträglichkeit miteinander zu zeigen, wählen wir 
die folgenden aus: 





| 1/N . | ba 





1,26 . — — 420,4 + 287 

1.26 | 340,8 + 973 = + 132,2 
1,26 go ?! 0— 230 = — 132,8 | 3 
1,26 1 = +565 - 510 =— 453 
1,26 £ : 0— 786 = — 453 | 3 
1,26 0 = — 113,2 — 339 = 
1,587 — 0,5 +0,5 „.  —=-436,1+162=—: 
1.587 +1 iz | = — 436,1 + 986 

1,587 -05Vs | +05V3 | s Y: en 


4 


’ 





Demnach sind je 3 Gleichungen in Uebereinstimmung zu bringen (Kontrolle für 
lie Rechnung!), so daß in Wirklichkeit nur 3 Gleichungen zur Verfügung stehen: 


b=+105,5 (4), — bb +b = — 360,26, (4'), -b-b=— 452,1 (8). 
)eren Lösung gibt 
bo 
bs; 
b; 


2 b. 


Nachdem die a, und b„ gefunden sind, lassen sich die Spannungen in jedem Punkt 
rrechnen. Zweckmäsig geschieht das in der Weise, daß zunächst die Summenwerte 
v Eddy E dp Em 08€ Em d9# 


— ermittelt werden. Auf Grund dieser 
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und der Zahlentafel 1 lassen sich dann nach den Gl. (72) und (74) die Spannungen 0, und 7,, 


berechnen, während 0, sich am einfachsten aus ,— E : — 6„ ergibt. Verfährt man in 
dieser Weise und rechnet z. B. für r —= '/s die Spannungen aus, so ergeben sich in diesen 
Punkten die Spannungen 

@=0: 0„— — 526 kg/em‘ 

(X = 2 T 3 E Ö, zu 450 ” 

M = T q On = —— 4534 kg/em‘ 

U —=N: Ö, >19 » 

a — "T/a PR + 89 » 

re: Oo) = — 469 kg/em?’ 

FG == "/g : 0, == — 410 » 

a—=’ri,: mn = — 509 » 
Ferner ist für r = 0 

@a="l: = — 432 kg/em?, u—n: 0,= — 514 kg/em?. 
Infolge der Symmetrie der Randbelastung in bezug auf drei Achsen müßten sich 

für «— 0 und ?*/,, für «—=*/; und z, für@ = "/s, "a, °*/s, usf. gleichgroße Spannungen 
ergeben, während hier Differenzen bis zu 100 kg/cm? auftreten, ferner müßte für «= "/; 


sich 7„,= 0 ergeben, während wir hier für 7 einen Wert errechnet haben. Diese 
Unstimmigkeit hat ihren Grund darin, daß wir nach Einsetzen der a, und 5, in die 
Gleichungen für die Spannungen zwar in den vorgeschriebenen handpunkten die vor- ” 
geschriebenen Werte erhalten, daß im übrigen aber die so dargestellte Randbelastung 
nur noch Symmetrie in bezug auf eine Achse aufweist. Denn rechnen wir die Span- 
nungen für die Zwischenpunkte r=1, «= */ı2, ’"/ı2, ”"ı2 usf. aus, so ergeben sich 
Randwerte, die teilweise erhebliche Abweichungen gegenüber den erwünschten (Zahlen- 
tafel 2) aufweisen, andererseits nur noch zur x-Achse Symmetrie zeigen. Diesem Uebel- 
stand ist nur dadurch abzuhelfen, daß wir die Randwerte in engere Grenzen einschließen. 
Das kann in der Weise geschehen, daß wir in den Punkten, in denen die Randbedingungen 
erfüllt sind, den Randwert Null vorschreiben, in den Zwischenpunkten */ıs, ° "/ıa usf. als 
neue Randwerte die Differenzen gegenüber den geforderten einführen und diesen Span- 
nungszustand wiederum überlagern. Dazu ist aber die Berechnung der abweichenden 
Randwerte in den Zwischenpunkten erforderlich, die immerhin einige Mehrarbeit ver- 
ursacht, und für die andererseits keine Kontrolle vorhanden ist. Ich ziehe deshalb vor, 
die genauere Rechnung mit den Randwerten nach Zahlentafel 2 wiederholt durchzuführen. 
Bei der zweiten Rechnung, Randbedingung erfüllt in */ı2, °"/ı2, * "/ıa usf., ergaben sich 
foleende Werte für die Konstanten 


a = — 938,095 bo = + 448,28 
a —= + 107,525 bs = + 138,89 
AG =+ 28,525 bb =+ %,72 
da = —+ 11,976 bs -—+ 70,54 
ur 5 bs=-+ 51,70 
as — + 2,314 Od; = 33,43 
as = + 0,589 bs =-+ 17,47 





2 bn = + 856,83 
und für die Spannungen (r — !/,) 


dG==0: 0, ae — 497, = "ls: G, == — 4517, = Re: 0, = — 472 
84 — dr): Os zu 461, ee: re; Ö, — 482, & —= "la 06, = — 448 
Am "st Tu mr 11, amd 6, — 483 
für die Spannungen (r — 0) im Mittelpunkt 
“= Rs: 0, ze = 459, Gm #: On == — 4. 


Ein Vergleich mit den Werten der ersten Rechnung zeigt, daß die Spannungen hier 
bereits in sehr viel engere Grenzen eingeschlossen sind. 


Eine dritte Rechnung wurde durchgeführt mit vorgeschriebenen Randwerten in 
"/g4, 2 "/24, 3"/as usf., also in 15 Punkten einer Dreiecksseite. Die Zahl der Unbekannten 
ist somit 2-15, die der Gleichungen 3:15 = 45. 
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Die berechneten Werte von 
und 5, sind 


u = 344,45 bo + 464,21 
3 = + 119,59 bb = + 150,41 
= + 39,30 & = + 114,56 
9 = + 17,46 b&) = + 94,37 
2 = + 10,50 De = + 81,15 
sn =+ 6,61 bi; = + 69,69 
ss = + I,4l bis = + 59,50 
Gı = + 2,94 Di = + 51,46 
u=+ 1,97 bu = + 43,43 
dar =-+ 124 bir = + 36,93 
da =—+ 0,76 dio = + 30,2 
day = 0,38 Da; = + 24,54 
ds = + 0,09 Dis = + 20,08 
Ga = — 0,07 Dass = + 13,64 
da =— 016 Dia = + 8,30 





3 b„ —= 1263,08 


Die hierzu gehörigen Span- 
nungen sind in Zahlentafel 3 (auf 
Seite 158) zusammengestellt. Die 
Spannungen 6,3, 0,3, 7,2 des Zu- 
standes II — zum Unterschied von 
den aus den Einzelkräften resul- 
tierenden Spannungen 9,1, O1 Tası 


des Zustandes I — wurden als 
Mittelwerte von je 2 bzw. 3 Span- 
nungswerten errechnet. Durch 


die noch vorhandenen Differenzen 
tritt der Grad der Genauigkeit 
der Rechnung deutlich in die Er- 
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scheinung. Eine Gegenüberstellung PR. 
etwa der Spannungen 0, (r = !; 
bzw. r—=0) für verschiedene Ge- 
nauigkeit läßt auch die Konver- 
senz der hechnung klar er- 
kennen. Auffallend ist dabei, daß 
die Mittelwerte der 1. Rechnung 
sehr gute Uebereinstimmung mit 
den Ergebnissen der zweiten und . = 
dritten Rechnung zeigen. 26) 
a 1. Rechnung im Mittel 2. Rechnung im Mittel 3. Rechnung 
} ll, 
( In = — 526 ü — 49 - 485 
7 On = — 430 is we 419 _ 471 
r/ mn — 434 — 457 - 465 
ki Oon= — 513 RR 482 a - 476 
Re = — 469 —- 472 - 473 
/g On =— 410 — 448 168 — 463 
sn, On = — 509 — 483 — 477 
’=0 
R/g In=— 132 — 459 u... 168 
TC Oon= — 5i14 — 490 " — 450 








Nunmehr bleiben noch die Spannungen 


rechnen. 


Dazu greifen wir zurück auf Gl. (76) 
1154,197 7 








Oy1, 051, 7,1 aus den Eckkräften zu 


Tr 
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Zahlent: 3l 3. 





EEE TIEFEN ETUI TEE 

















y a On On? 033 Tna Tns? 
0 198 \ 0 \ 
7 - 399 0 
an/, 175 j . u; J 
r 19 4672 |) + 45,5 +» 
7 r/ıg _ 458 ..468 — 442 — 31,5 — 39 
9 rlıg _ 478 | + 30,4 + 35 
"6 — 456,4 | + 40,3 + 38 
r==0.75 T/g 455,6 160 - 490 — 28,6 — 33 
Br, - 468,8 + 44,6 + 38 
rg — 447,1 | + 15.2 + 16,3 
ör/ıg — 46241 — 460 — 519 — 15,4 — 16,8 
Iln/ıg 469,2 | + 19,8 + 16,8 
- 156,6 \ + 4,2 \ 
3 D ’ 
— 460 — 530 0 
r — 462,7 ) e 0 j 
0 485 \ 0 \ 
TS — 451 0 
anjz — 470,3 " ii J 
r/ıg — 480,9 + 13,2 + 8,4 
Tr/ı9 — 465,3 - 474 - 460 — 11 — 84 
Ir/,g -— 475,6 | a + 8,4 
rs — 472,6 + 19,2 + 11,9 
a V.D "lo — 463 1 — 471 474 — 8,3 — 11,9 
br/. RE |. 06 | + 8,2 + 11,9 
nr — 461,4 + 88 + 18 
r/ıg — 460,1 — 463 — 492 — 4,8 — 7,3 
i 11/19 466,6 | + 82 + 7,3 
; 
3 r/n — 465 \ + 5,6 } 
R u. — 0 — 48 r 0 
n — 476,4 ) ” id 0 J 
0 — 430,8 \ a 0 \ 
/ . - — t7 — 468 0 
an/a — 469,5 j P — 6,8 j 
"fig -4792 |) + 6 + 1,3 
Tr/ı9 — 465,5 — 473 — 470 — 4 — 1,3 
9 r/ıa - A788 | . 
a R/g - 474 | + 9,7 + 2,3 
r = 0,25 rjg — 464,1 — 472 - 478 — 0,86 - 38 
a - 4 — 3,3 + 2,3 
n/ — 471,4 | + 7,5 + 0,7 
ön/ıg 165,3 - 472 — 474 + 23,5  \ 
erg 178,7 | —_ 38 + 0,7 
n/a 467,5 \ ” + 6,2 \ 
4 — > 0 
r 481 3 ) di .. 0 ) 
0 — 480 \ 0 \ 
0 Or ap — 474 — 47 0 
: a 468 j ne — 45 f 
der mit de z hıı —x 
u r = Vy?+(hıhı — x)”, cos Yy—= - —- (s. Abb. 5) 
Tr 
’ . hı — x u 
e, = 1184,.197 + — UT re PTR; ; ° 
y° + (hı— x)? 
Daraus ergeben sich die Spannungen 
On = 0,008’ (7 + 0), 6, = (0, sin‘ * 2 0), Tue = — 0, Sin (7 x ö 0) cos (7 + 9). 


Es genügt, die Spannungen für die Punkte der positiven Halbebene aus der Einzel- 
last in der Ecke 0 zu berechnen, durch Ueberlagerung erhalten wir die aus den drei 
Eckkräften resultierenden Spannungen. Zahlentafel 4 gibt die Zusammenstellung der 
beiden Belastungszustände. Während der Einfluß der Normalspannungen des Zustandes II 
erheblich ist, sind die Sehubspannungen klein gegenüber denen des Zustandes I. Nach 
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905 + 015 * 0 016 + 908 + 0 0L.F — hir —| 0 086 + 086 + 0 
00E + P0L + 0 #0L + | 208 + 0 sr — fl — 0 9.11 + sı, +1 
008% 08089 1860 — | 908 + 80L + | zEI— | 769 + | 098 + £ + | 928 >- cLh— gel — | 8all ces + | Ma 
1081 LH; LE 1,60€ + ZIL + | soo —- | FISs + | 80% + s + | 817 - cr co — | L86 + 16 + x Zr 
BB — 08 08% LO T + 80€ + gIl + 6FT — | EL + | 159 + EB 0.7 — $L7 — 05T — | gr8 + rzII + &/, 
DIE + eIL + 0 +7 9 + 0 89F — cur — 0 37 ss1T + 0 
801 + gg + 0 cEg8 +, 801 + 0 68r — 0LF — 0 rz61 + L6S + e/u 
0F 086 — 09012 | #920 - LEI + 668 + | 012 —- | 692 + | Log + L + | 6 — e9# — LIE — | 1921 + 029 + "u 
CIoLl— 038 or — I 6EI + cı8 + | 2ZSEe— | s65 + | 8I7 + Su, Zu FE 698 — | 6901 + 6885 + u e, 
06 — GEoLE | Ser + Il + 6I6 + | 6T8 — | 608 + | z<L, + 8 + 09 — 23 Du LIE — | 69 + 9371 + | 2: 
WHL+ LEe6 + 0 Bi + | 286 0 IH — Bir > 0 86% + cIHT + 0 
cz + 088 + 0 088 + ı 5% + 0 08% — 09 — 0 0981 + cs + 8/2 
01 085 — 0€ o18 #7620-— | gg + 198 + | sIıı- | v8 +|0# + si + | 9 - 097 — ET — | 89T + 00° + 7 
066 — 01 029 ss — IT *+ Zu6 + | HE — | 908 + | 29T + se + | 06H — 097 — 398 — | 9671 + L39 + u Ye 
0 0#1 - Or o#r £°06 + 0£ + SIIT + | are — | 995 + | 8ıc + cE+ 89 — LLS— | 8001 + 9F0T + | El/ı 
IE + 1921 + 0 IE + | 1921 + 0 666 — L8P — 0 087 + sFLI+ 0 
0 90, + 0 902: + 0 0 F09 - 987 — 0 0181 + ge + | u |) 
0 cgL + 0 GEL + 0 DR *+ | me- gse„- I L1E — | 95T + zer + Hu 
0 078 + 0 08 + 0 995 + 1IS|— | sogar — | 995 — 1681 +  sozr + 9 I 
0 £801 + 0 g801 + 0 06 + 887 — 6 — 06 — | 1151 + GB + | Sl/ı 
0 0 x 0 
A u BE | 
asyay-x Q ıZ ui urung zeug „u 7, ug Gun] 277 dug u] 477) lun „l 
un 47 v9 
"+ [9JeJuolyez 
Me > Bu 
- ge 0.45 
u « N 2 
| ® nn0 Down Be u, ka are | RTL Ber 38 
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Ueberlagerung beider Zustände 


sind die 
rechnet. 


Hauptspannungen und deren Richtungen be- 
In Abb. 6 ist der Verlauf der Hauptspannungstrajektorien veranschaulicht, außer- 


dem wurden die Spannungsdiagramme für 0, und 9, im Symmetrieschnitt aufgetragen. 
Die punktierte Linie entspricht den Werten, die sich nach der in meiner Dissertation an 
segebenen Näherungsrechnung fanden. Die Abweichungen sind so gering, daß gegen 
eine Anwendung dieser Näherungslösung wenigstens in ähnlichen einfachen Fällen nichts 
einzuwenden ist. 


936 


Über die Knickung eines doppelwandigen Druckstabes 


mit parabolisch veränderlicher Querschnittshöhe. 
Von A. LOCKSCHIN in Dnepropetrowsk. 


1. Den $täben von veränderlichem Querschnitt begegnen wir nicht selten 
in der Ingenieurpraxis. 


Dr.-Ing. Bleich') hat in seinem Buche über die eisernen Brücken die Knickung 
eines doppelwandigen Druckstabes mit parabolisch veränderlicher Querschnittshöhe be- 
handelt (Abb. 1). Bei der Bestimmung der kritischen Kraft benutzt er die angenäherte 
Ritzsche Methode und nimmt für die Erleichterung der Rechnung die Sinusoide anstatt 
der Parabel an. 


Die Frage kann man auch genau mittels Integrierung der entsprechenden Diffe- 
rentialgleichung lösen. 


Wir nehmen an, daß das Trägheitsmoment sich nach solchem 
_ Fh? 
Gesetze ändert: /— 


„, wo Ah der Abstand der Schwerlinien der Gurte und F' der Quer- 
schnitt einer Gurtwand sind. 


Den Koordinatenanfang nehmen wir an in 0, 
des Stabes (Abb. 1). In 


die Mitte 
unserem Falle haben wir für A: 


h,.= lv (\ — )» 


wobei A, der Abstand in 
und a eine Konstante ist. 





der Mitte des Stabes bedeutet Halle. alabrahe: 
Wir bezeichnen das Trägheits- 











| 
| 
moment bei © = 0 durch /, und in den Querschnitten bei 7 a } 
| x 
| 
SB ARE EEE / 1 Ä 
FE M + 
| / - | 
| Mi } Rh n Ä 
| Ä | 
u “ pe. El - a " | ' 
| | r | L | 
ey =” Pr T —at | 
2 —t t | 
- - a 
a _ - l - rn au 
Zn [RAse272] p 
Abb. 1. Abb. 2 
2 ! sowohl als 7- ! durch 7/.. 


Das Trägheitsmoment des Querschnittes, welcher 
auf x von Koordinatenanfang absteht, ist: 


2 


Leblı -5). 


\ a 


Hieraus ist «a mit der Länge des Stabes und die Trägheitsmomente in solchem Verhältnis 
verbunden: 


! /ı, 
a— wo m— | 
| 1 -- m 


Io 
Weiteres werden wir durchaus dieses a einführen. Die Druckkraft, das Biegungs- 
moment in dem Querschnitt © und die Ausbiegung bezeichnen wir entsprechend durch 
P, M, und «. Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet (Abb. 2): 


2 „2,2 2 
R (a — x)” d’u 
E lo 7 = + - P u == 0 . . ö . R e : (1). 
{ >” ® 


I) Theorie und Berechnung der eisernen Brücken 


a* 


1924. 
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\ 
en be- u u. RE}. A \ N 
auß | ir die Verkürzung setzen wir De k?, dann lautet die Differentialgleichung (1): 
er- Io 
Be | R | 
ragen. (a? — 96°)? 5 EREB., ss 3 3 er | 
ın an dx? 
gegen Jetzt gehen wir zur Integrierung der Differentialgleichung (2) über. Es sei | 
nichts - an u 
rn -la®— x’v. Für die Bestimmung » haben wir die Differentialgleichung: 
UVeo)UV) 0) 
) 9,9 d“ V® 2 d ® 7 % \ 
(a? — 2)? — — 2 2(a? — ) —— + — aAd)v=0. .. . . RB). | 
dx’ dz | 
r u; . . . . . . ‘ . 
5 Setzen wir —t. Wenn wir es in die Differentialgleichung (3) eintragen, dann 
at % 
haben wir: ‚d’v dv  k?—a? 
e’— + + —v=Ü0 er u rd 4) 
FT 1 a? 4), 
elten iVa?—.a?2 a VrR2—u? | 
hieraus u=D,t 2a + Ds: t 2a 
kung Nach kleinen Umwandlungen haben wir: | 
 be- k? 2 13 2 | 
ur m R k’— a’ a+tx ’ k’— u a+x a | 
1erte | u—= Va* — x’!C, cos lg + Cy sin r% (5), 
statt 2a a—x 2a a—x\ | 
att ua Sal || | 
wo Di, D;, Ch, Cs willkürliche Konstanten sind. Wir nehmen an, daß die Enden des 
iffe- Stabes frei sich drehen können. In diesem Falle lauten die Grenzbedingungen: 
: du i 
hem bei 2 — —=(, bei =elu=0. 
dz | 
uer- | | 
Von der Grenzbedingung bei © = 0 haben wir, daß 
[i — | 
tte ” E Vr? — (“ a+t+x | 
u = Cı Va? — x° - cos lg 
2a a—x 
Wenn wir Rücksicht auf die Grenzbedingungen bei dem Ende des Stabes nehmen, 
dann erhalten wir die Gleichung für %° 
(9 >) 
"—a?, aH+l K®—a, aH+l 
cos V > lg = (0), hieraus ) e lg = (2n+1l)n. 
2a a—I a a—I 
Wenn wir n—=0 annehmen, dann haben wir den kleinsten k”. Nach Eintragung der 
Deutung von %k? erhalten wir den kritischen Wert der Druckkraft: 
EI 4 n° " x 
P=u",, w tm=-— [1-+ und Z die Länge des Stabes ist. 
L? a” 10? a+l 
a 
Wir führen «u für verschiedene Werte von /ı//o in der Zahlentafel 1 an. 
Zahlentafel 1. 
T, | | 
- 0.1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1,0 
> 
v‚ u 7,60 8,15 8,52 8,81 9,05 9,25 9,43 9,59 9,84 9,87 
In der Zahlentafel 2 sind die Werte für den Stab angeführt, welche nach der an- 
nähernden Formel von Dr.-Ing. Bleich, in der er die Sinusoide statt der Parabel nahm, 
. berechnet wurden. 
Zahlentafel 2 
I; 
7 0,1 0,2 0,3 | 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
0 
| 
u 7,00 7,48 8,11 8,44 8,72 8,99 9,23 9,46 9,66 
Die Ritzsche Methode gibt gewöhnlich größere Werte für die kritische Kraft. In 
ınserem Falle sind sie kleiner. Das kann man dadurch erklären, daß der Stab von 
'arabelform steifiger ist. 
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2. Die Enden des Stabes sind verspannt. Jetzt behandeln wir den Fall, wenn 
die Enden verspannt sind (Abb. 3). Den Koordinatenanfang nehmen wir wie früher in 


der Mitte des Stabes an. Die Differentialgleichung für diesen Fall lautet: 


2 2,2 2 
ö 1 x d’ u i 
E I, u. a } P U — M . . . . . . . . (6), 
a? dx” 


wo M das Moment des verspannten Endes ist. Nachdem wir die Differentialgleichung (6 
integriert haben, erhalten wir: 


k“ a“ a+ı we k?— a‘ a+z) AT \ 
| R% + (Cs sin lg 195 EEE 
2a a—x 2a a—x I 


4 


u= Ya’ - we, 6 cos 


Die Grenzbedingungen für diesen Fall lauten: 


h du R du 
bei z=0 0, bei zei u=0 == () 
dz dz 


Wir befriedigen die erste Grenzbedingung, wenn wir für « annehmen: 


z z Ve—a?, a+z M 
u = Cı Va” — x° cos le + 
2a a—ı P 


Vor den Grenzbedingungen bei x —=/ erhalten wir für die Bestimmung der kriti- 
schen Kraft: 


- = k?— a? ıi-+1 
VR?— a:tg! ET, 
2a a—I 
y. . } k* - a? a +! : z r 
Wir bezeichnen lg durch 7. Die Gleichung für 7 lautet: 
2a a 
l a+! 
y —- or 2 
A a Be 7 Dee nal 


Nachdem 7 aus dieser Gleichung gefunden ist, haben wir 
für P die folgende Formel: 























oO pP 
- ra bi GER. 2 R En 
ER 
— 
uses: 2: Abit Br 
U 
\hh. 3. Abb. 4. 
E Iı 4 U N r? / 
P HM —— , wo U = 4 rt u Bene ie (8). 
ur - a” { „a+l!l \ 
"mt 


Die Werte von u für verschiedene Deutungen von /}//„ sind in der Zahlentafel 3 
angeführt. 
Zahlentafel 3. 











I, 

0.1 0,2 0,3 0,4 0.5 0,6 0.7 0.8 0.9 1 
I 
u 18,27 22,50 25,62 283,24 30,54 32,62 34,50 36.26 39,48 4 n? 


3. Die gleichzeitige Wirkung der Druckkraft und Querkraft auf die 


Biegung des Stabes (Abb. 4). In dem Intervall von 2 —d bis x — haben wir die 


folgende Differentialgleichung der Biegung: 
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on | 
,.@- 2 0(L+2a) (L | 
Ehe EEE ( er x) EI. ;° | 
a* dx? 2L 2 
. L “ * - “. 
Für das Intervall von z=d bis 2 = — - die Differentialgleichung des Stabes lautet: 
(a? — 2?) Au Q9(L—2@ [L 
El . -Pu=— ( x) TO 5; ° 
Anz a* dx’ 2L 2 r \ ) 


Nachdem wir diese Gleichungen integriert haben, erhalten wir für das erste Intervall 
/ D) , 


uv—= Va? — w* C) cos . ni lg - | + C, sin . - ei = -. - ee u ( > _ r) (11), 

für das zweite Intervall: 

u= Va?’ — x° }D: cos = E - ei sin 2. 18" — , r (= +) (12). 
Dabei muß man solche Bedingungen befriedigen: die ÖOrdinaten der elastischen 

Linien bei =/ und = —/ sind 0 gleich, bei @=d sind die Ordinaten der beiden 


Linien gleich und die Kurven haben eine gemeinsame Tangente. Das gibt: 


i du du ” 
(u 5 u, w SER 0, (u), +07 (wu), 0' (=), ME ( .), Q (13). 
2 2 


Wir befriedigen die Grenzbedingungen, wenn wir für das erste Intervall 


 Ve®—ao? (a--Mi2a—L) 
i = 5 3 r sin le BR 5 
Q\ er — r') 2a (a+d)(2a+]) a Vk’—a (a—xı\(?a+L) 
um / . _ 
Pe ! k?— a? y x? = a3 Ya—L 2a 8 (a+x)(2a—L) 
sin lg : 
a 2a+L L+2d(L+2»0] 
. 41 \ 1) 
und für das zweite 
k? — a? (a—d)(2a+]L) 
ar - - sin le Im 
Q /(a? — d? (a? — 2?) 2a (a+M)2a—L ,„ Ve®-—a? (a—a)(2a—L) 
um ] . sin le | u 
P k? — a? VRr? —.a? . WVEREE, | 2a (a+x)(2a+L) 
“u L-20(L+2n) 
a 2a+L (L—-2d(L-+ r) 
_ E GE (14b) | 
nehmen. Die Ordinate der elastischen Linie bei © = d ist gleich: 
Vr® — a? a—-dM)(2a+L,  YVrR-a? (a— d(2a—L 
E r . sin lg - sin lg 
N a uw — 2a (a+d(2a— 1) 2a (a+d)('?2a+L 
! zu . 
—. e ! Var {| Vk? ii h 2a—L 
sin 2 L?— 44 
a 2a+L ei cc (15). 
tL 


Wenn wir in diese Formeln d= 0 setzen, erhalten wir die elastische Linie für 
den Fall, wo die Querkraft in der Mitte des Stabes ist. Dann haben wir die folgende | 
(rleichung der elastischen Linie des Stabes: | 


/ ‘) 
IE ine (a—a)(2a+]L) 
? . Bin & 
Q 1/a? — x? 2a (a+x)(2a—L) I. / re 
21 a VR—a? 2a-—L i 
cos lg 


< h 
2a 2a+L 
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Für den letzten Fall kann die Lösung auch etwas schneller erhalten werden. Wenn die 
Querkraft in der Mitte des Stabes ist, dann ist die elastische Linie bezüglich derselben 
symmetrisch (Abb. 5). 
Hier haben wir solche Grenzbedingungen: 
L : d . 
bei © u=0, bei 20 0 .. ...Ä1M 
2 dr 
Wir befriedigen die Grenzbedingung bei = L/?, wenn wir 
E- , k?—.a° a—z 2a+L L | 
uU C Va‘ x? sin } le“ Eee ae x | x) . . (18) 


Oo ‘ c ‘ 
a a+r 2a—L 2 P\2 


nehmen. Von der Grenzbedingung bei © = (0) haben wir, daß 
Q 
# 2 
2 PYVR?— a? cos —— % 


Schließlich erhalten wir für u 








Ver—a? la—-DRar+l 
- sin “ le : 7 r 
) a? — x° 2 2) 2a—]) , 
u 0 - m n a ı n l + - +%X (19) 
—— P k a7 ] k® a? > A - I, v 
cos le 
> d = s L 
4. Die Scheitel der Parabel sind nach der Achse des Stabes 


gerichtet. Jetzt gehen wir über zum Stabe, welcher mit Parabeln, deren 
Scheitel nach der Achse des Stabes sich richten, begrenzt ist. (Abb. 6.) 


2,9 


Hier ist , = 5h(1-+ =) . Wir nehmen an 2 — m*’. Anstatt a aus 
I ur 0 
‚| .. [} l * » .. * 
dem ersten Fall führen wir 5b — ein. Ebenso wie früher bezeichnen 


| m— 1 


» „4 
wir & durch X&°. Die Differentialgleichung für diesen Fall lautet: 


F Io 
= BE d’u a 
(B? l 2 ra I = + k° u == () r ’ . . . . (20). 
6x? 
Wenn wir die Differentialgleichung (20) mit der Differentialgleichung (2) 
Abb. 6. vergleichen, dann sehen wir, daß in der ersten 5b? steht, anstatt — a”. Dar- 


über kann man den allgemeinen Integral der Differentialgleichung (20) er- 
halten ohne Schwierigkeiten; man muß nur b? anstatt a in die Formeln einführen. 
Das allgemeine Integral von (20) lautet: 


| „2 + ı2 5 A 

\ ),} | = 

mr mi oe — bi cz r— bi 
u=Yb’+ «® }Dı ( + D; | ) (21). 

2 + bi re + bi 
Nach kleinen Aenderungen haben wir: 
4 Vp?+x? r ... Vo? +x x | 
u = Vb’ + x° ‚Cı cos arcte + (/, sin arcig r (22), 
b b b 


wo C, und (%, willkürliche Konstanten sind. 


5. Die Enden des Stabes können sich frei drehen (Abb. 2). In diesem 
Falle haben wir solche Grenzbedingungen: 


2 du . 
bei x 0, —(, bei ge —| ’ u—=N. 
dx 


Von diesen Bedingungen erhalten wir für die Bestimmung der kritischen Kraft: 


Vb? + x° l 2n+1l)n 
arcto — 
a 


> 


Die kleinste kritische P ist gleich: 


EI Io, 1 2 
P=u—, w = _| — 1. 
L* I, D* 4 l 
| arctg R \ 


Die u für einige Werte von /»//, sind ja in der Zahlentafel 4 gegeben. 








N 
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Zahlentafel 4. 











I; . n 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
I; 
u 1,359 2,48 3,50 4,48 5,42 6,34 1,25 8,13 9,01 


6. Ein Ende ist frei, das zweite verspannt (Abb. 7). Den Koordinatenaniang 
nehmen wir im freien Ende. Dann ändert sich das Trägheitsmoment nach solchem Gesetze. 


(b? + 2)” 
E =— lo 
b* 
Für diesen Fall haben wir die folgenden Grenz- | 
bedingungen: \ U u . 
. i du 
bei z=0, u=0, beir=l, Fr CL} | x ii 
x N 


L. 


Wir befriedigen die erste Grenzbedingung, wenn 
wir annehmen: 








u=r.Yyb’—+ vsin 


Vb?+ x? 
b 


x u. 
arctg . (25) 


Von der zweiten erhalten wir für k” diese Glei- 
chung: 


— nn 


re ö b? +k“ l .‘ 
Vb’—+k"ctg - arctg i +1—0 (26). 


E 








IT 


Vo»? f k l [RAs6777] 
übenso wie früher bezeichnen wir . arctg 


durch n. 





) 


Abb 7. 
Für die Bestimmung der Werte von n haben wir: 
l l 
yegy+ arg —0 . ii wr 
> ) 
\achdem wir », bestimmt haben, erhalten wir die kritische Kraft 
EI Io l? ’ 
P=u—, vw u=-- ) 2 ——| + 188). 
12 I,p* ( (arctg 1/o)® \ 


Die « für verschiedene Werte von /u/I sind in der Zahlentafel 5 gegeben. 


Zahlentafel 5. 











Io 

0,1 0.2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 
I; 
u 0,856 1.17 1.41 1,61 1,79 1,95 2,09 2,22 2,35 2,47 


Wenn wir zwei Stäbe von der Form vereinigen (Abb. 7), erhalten wir einen Stab, 
dessen Querschnittshöhe von der Mitte nach den Enden abnimnit (Abb. 8). 


7. Ein Ende des Stabes ist verspannt, das zweite kann sich verschieben, 
aber kann sich nicht drehen (Abb. 9). Den Koordinatenanfang nehmen wir in dem 


nde, welches sich verschieben kann. Für diesen Fall haben wir die folgende Differen- 


tialgleichung: 
„r 8 +29 au 
E lo “ „+Pu: M, 
b' dx“ 
0 M das Moment bei © —=0 ist. Das allgemeine Integral von dieser Gleichung lautet 
E2 r / 
Fr - [p2 + 2 ” ._ Vb? + x? a M RR 5.0 
«= Vb? + Pr ÜC) cos arctg + Cy sin e arctz + . wor 
N b b b Da a ı EI, 


Wir haben die folgenden Grenzbedingungen: 


i du : du 
bei e—=0, —=0, u=0, bei Fl, EN 
da dz 
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Wir befriedigen die erste von diesen Grenzbedingungen, wenn wir für u annehmen: 
V»? 4 k? M 


b P- 


Aus der Bedingung bei 2 =/ erhalten wir für die 
Bestimmung der Werte von 7: 


j . 2 x 
u= (1 Vb?+ x°- cos arctg 4 


l I : 9 
ntgy= - arctg „won mit k“, 




















u” wie in dem vorgehenden Falle verbunden ist. 
Nachdem wir aus dieser Gleichung 7 bestimmt 
de we EI 
haben, erhalten wir für die kritische Kraft: P= u... 
Die Beziehung zwischen « und 7 ist schon früher 
gegeben (28). 
Die u für einige Werte von /,//; sind in der 
Zahlentafel 6 gegeben. 962 
Zahlentafel &. 
| 
TITTITHITTTANITHITTTIT 7, 
| „Pt 020804 050,8 0,7 | 0,8 | 0,9 
1 
RA967 79, .. 
u | 2,62 3,84 4,83 | 5,70 |6,50 7,24 7,94 8,59 | 9,24 
\bb. 8 Abb. 9. 





Das Glätten empirisch gefundener Zahlenreihen. 
Von FR. A. WILLERS in Freiberg (Sa.). 


1. Hat man eine Reihe von Werten y„, die aus Beobachtungen gewonnen sind, 
oder sind die „ statistische Daten, so findet man im allgemeinen, daß infolge der den 
Werten anhaftenden Ungenauigkeiten die Aufstellung eines für Interpolation, Differen- 
tiation, Integration usw. brauchbaren Differenzenschemas nicht möglich ist, weil die Diffe- 
renzen einen ganz unregelmäßigen Verlauf zeigen. Man pflegt daher vor Aufstellung 
des Differenzenschemas eine solche Zahlenreihe zu glätten, das heißt, man sucht neue 
Werte 7,„, die sich so wenig wie möglich von den gegebenen Werten %„ unterscheiden, 
die aber regelmäßigeren Verlauf der Differenzen aufweisen. Bei Daten von sehr geringer 
Genauigkeit kann man dieses Glätten graphisch vornehmen; doch ist das ein ziemlich 
willkürlicher Vorgang. Man hat daher verschiedene numerische Verfahren, insbesondere 
unter der Annahme äquidistanter Daten, angegeben. Am bekanntesten ist das folgende: 
Man stellt die Gleichung der durch fünf benachbarte Punkte bestimmten, nach der 
Methode der kleinsten Quadrate besten Parabel zweiter Ordnung 

yo -+taT%°+mX%° 
auf. Wählt man als Nullpunkt die Abszisse des mittleren Punktes, so erhält man in 
diesem Falle als verbesserten Wert der mittleren Ordinate 
Pan FEN 3 4 
nn =@% = Yo 35 Jı*. 

Man erhält also eine verbesserte Beobachtungsreihe, wenn man nach Aufstellung 
des Diffterenzenschemas der ursprünglichen Werte von jedem dieser Werte 3/35 der in 
seiner Reihe stehenden vierten Differenz abzieht'). Dabei bleiben an beiden Enden die 
beiden äußersten Werte — die Anfangswerte seien mit %-3 %-ı bezeichnet — unverbessert. 
Wählt man nun für die fünf ersten Werte %-3, Y-ı, Yo, Y+1, %+3 eine Parabel dritter Ord- 
nung statt der zweiter Ordnung, so bleibt die Verbesserung des mittleren Wertes %, unver- 


u 


ändert, während an %-ı bzw. Y-» als Verbesserungen + i 


- 


Ö 


1 ’ 
Jo bzw. — 7 4A,* anzubringen 


sind, falls man die gleiche Parabel zur Verbesserung dieser Werte benutzt, um den Aus- 


) Willers, Methoden der praktischen Analysis, Berlin 1928, S. 253. 





\ 
“> “ 
\ 


t+ 





t- 14 


+ 
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‚ll der Randwerte in der Reihe der korrigierten Werte zu vermeiden. Entsprechendes 
lt für die beiden letzten Werte der Zahlenreihe. Diese Verbesserungen sind also auch 
urch den in der Reihe der mittleren Ordinate stehenden Wert der vierten Differenz 
estimmt. 


Es fragt sich nun, ob man bei Annahme äquidistanter Ordinaten zu ähnlich ein- 
‚chen Resultaten kommt, wenn man Parabeln höherer Ordnung benutzt. In der Tat ist 
as der Falle Bestimmt man zu 2n-+ 1 benachbarten Werten die nach der Methode der 
‚leinsten Quadrate beste Parabel (?m-+ 1)-ster Ordnung, so läßt sich zeigen, daß diese 
Verbesserungen nur von den Differenzen Jam+2, Sam+4::. an des üblichen Differenzen- 
chemas abhängen, die in der Zeile der mittleren Ordinate stehen, und von den Difie- 


renzen Sam+s, Aam+s,::- Jan ebenfalls der mittleren Zeile eines zweiten Schemas, das 
man aus den ersten Momenten der gegebenen Daten zu bilden hat. Auf die Verbesse- 
rung der Mittelordinate haben diese letzten Differenzen keinen Einfluß. 


2. Es handelt sich weiterhin also um folgendes Problem: Gegeben seien die 


n +1 äquidistanten, bei passend gewählten Maßeinheiten zu den Argumentwerten —n, 
(n—1),.... — 1,0,+1,.... +(n — 1), +n gehörenden Daten 
Yonı Y-la-ı)ı » + Y-15 Yo. Yı, » ++ Yn-ı, Yn- 


Diese Wertreihe soll im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate durch eine Parabel 
(2m ++ 1)-ter Ordnung (m <n) 


"= ta +mr° ...:. tt AQAm+l BmTi . f s Zn ; (1) 
möglichst gut dargestellt werden. Die Koeffizienten @, @ı,::. dam+ı müssen also so be- 
stimmt werden, daß 

mn vrn 
= (Yy-n’= I 1%, — (Ha rn’. ar ar] . (2) 


ron r- u 


ein Minimum wird. Setzt man die 2m + 2 ersten Ableitungen nach den zu bestimmenden 
Koeffizienten gleich Null, so gibt das, wenn man durch 2 dividiert, wenn man ferner 


gleich in zwei Gruppen zu je m-+-1 Gleichungen ordnet und wenn man folgende Ab- 
kürzungen einfübrt: 


ea Verde erde des 


wobei zu beachten ist, daß 2, für ungerade Werte von / Null ist, ferner 


Y-+Y-ı=Sı, yı—- Y-ı=Dı, 
wo So = Yo, Do = 0 ist, folgende erste Gruppe von Gleichungen 
+5) 9 + Far... + Fam Gm—= N yp +Sı +9...+ Sn) — !/a-Mo 
> +3,09... +2mn43 Gm = '!hl Sı +2? Ss...+n? S,) — 1/,+ M; | 
2, a + a. + Iımrı Um !la ( $, + 2° Se... n* 5.) — !/a-M, ) (3). 
Br m do + Se m+3QGı...:+ 24 Pan Om = Ila ( Sı + - Kol 3 ...+ gr. S,.) — 1 y°' Mom 


Die auf der rechten Seite stehenden Größen sind die Momente entsprechender 
Urdnung. In dieser ersten Gruppe von Gleichungen treten also nur die Momente gerader 
Ordnung auf, während in der zweiten Gruppe nur die ungerader Ordnung stehen. 


> y ' ) ) 
+, a3 ...+Zamt2 Qamtı =Ua (Di+? Di+3 Dy...+n Dr) = '/»Mı 
1 2; Ad ...+ Somti Ag:m+1ı = 1 2 (Dı -+- 9° D, +) s D; ..- n? D,) = Us . WR 





HF Zamti 03 2... + Zum43 Aamyı = "a (Di+ 2"! D,+32"t!D,...+n®"t'D,)= "a" Monti 

Aus der ersten Gruppe lassen sich die Koeffizienten mit geradem, aus der zweiten 
‚ mit ungeradem Index berechnen. 

3, Nimmt man zuerst die erste Gruppe (3), so müssen die darin vorkommenden 
raden Koeffizienten zu x: den Beitrag 

oo tra’ +alt.. +ahl’” nf er Tuer Tr (5) 

ern. Faßt man die m-+ 1-Gleichungen (3) mit den Parametern 1, Aı, A2..., Am 
‚sammen, so kann man diese so wählen, daß die Faktoren der einzelnen Koeffizienten 
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proportional denen der Gl. (5) sind. Das gibt, wenn man zunächst nur die linken Seite: 
der Gl. (3) beachtet und zur Abkürzung 


pJ)=1+pP’ı po +... HPA. 2 ee. (6) 
setzt, die m + 1- Gleichungen 
[n]—+ In — ı1]+...+ 1j=u—'h 
n? [rn] +(n — 1)? [r—1]J+...+1? [1]= u!” . ; ; 





n°’" [In] + (n — 1)?" In — ı]l+...+ 1?" [ı] = ul?” 
wo 4 ein von / unabhängiger Proportionalitätsfaktor ist. Darin kommen n unbekannt« 
Größen [p] vor, für die wir den Ansatz machen 


. 


| y 2m +2 2m +4 In 
[pl en L)P | (X ( 4 (ka ( Eee — Un-m : a (8) 
E N p n—p ] 


m + 1 u p m -t 3 





für alle p —-/, während wir für den Fall, daß p—=1> 0 ist, setzen: 
2m +2 2m+ 4 In h 
l — fl — ] U j4 ) li. ( ( ) =... Kn-m )| . (9 , 
u u al, m+2—I ” u 


wo die Klammergrößen die Binomialkoeflizienten sind. Für diese soll Null gesetzt werden, 
wenn die unteren Zahlen in den Klammern negativ werden. Setzt man das in die erste 
der Gl. (7) ein, so erhält man 

2n 


oJ 


} 2n—2 2 
je \ 1)" ’ Kn—m -] | — ( en > 1 iR — m ( N 
(0 ww 


4 — "a + (— L)" nm | 


(10), 


‘) >» \ ) 7 


m+ 1 n—I 


2m+?2 2m-+4%‘ 2n—4 2n—2\ 2n\ 
_— (tı | ) (£y | eo... 65, m—? | . r -m—] | PER (£, -ın ( 
vu n—2 FRE 


ım+1l 


) 


2 A . (9 zm+ ") ’ oem (Ur) ' ee ie ) N Un-m o 
2 m + 1 2 | m + 2 2 n—2 z 2 un—1 / —” 2 n 


- - - - 2 





wo die letzte Reihe mit -- hinzugefügt ist. Beachtet man nun, daß 


N-M+ Hedi 


ist, so findet man, daß (10) und damit die erste Gl. (7) erfüllt ist, wenn 


ct ("*)+@ 0 tee el, | | | (12) 


m+ 1 m-+ 2 n 


ist. Setzt man in die anderen Gleichungen (7) ein, so sind diese ohne weiteres erfüllt, 


da ja 
er 28 r 228 er Y328 \r-ı ee ae; . 
(7) | 4 —+ (7,)3 Be ( 1) # ! Br (13) 


für alle ganzzahligen s von 1 bis „—1 ist. Zur Bestimmung der n+1 unbekannten 
Größen Aı, Ay,... An, 4 und &, &y,... &-m hat man damit die n+1-Gleichungen (8), 
(9) und (12). 

Wir untersuchen nun weiter, was bei der Zusammenfassung der Gl. (3) auf der 
rechten Seite entsteht. Unter Benutzung der Gl. (6) und (7) erhält man 


"a +ma”’+..+an’N)-'hy+lllSı+l2l&...+ [Rn] Ss) . (14) 


Die rechte Seite wird, wenn man den Ansatz (8) und (9) beachtet und statt des Faktors | 
von yo den Wert (12) einsetzt: 
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a; Ber ın „m (Ann n.(?t | 
Yo 0... 0-1 0 
2 m + 1 J 2 m + 2 y 2 n—1 y 2 n Y 
aı {2 m+2\ ag (2 m+4\ Ain-m-1ı[/2n—?2\ An-m{f 2n . 
ED TREE Ta 
2 m 2 m+1 2 n 2 2 n—1 


‚aı et. . a("m+") a ea Inn . An-mf?2n . 
-(—]1 Sı.. +1 Ss, + | AN 
1) ) E 4 PR | S4 ( ) m + u ( ) ‘ ) ( ) : ( l 


EEE SER IE RE NER, BR Ri ER TWEIE BETTER EEE EU TE VENEN ET RE EEE 


n_ Anm] 2 ne an On — m 2 n y 
a a | 0 )Sn-1+(=') Be (JS 


2 
\n In— m 2n y 
+ ( , “u a 0 In 





a 9 a2 cz 9 N .ı In—-n 0 
le ıSı + (— mt (& I,mtr?2 — It tt+ Im +6 a Free + (— ı1)7 m | 40°") 


p) 2 2 


ad — 


wobei man betreffs des Vorzeichens beachten muß, daß das mittlere Glied von J#'*? 
negativ, das von 4'" positiv ist. Der Beitrag, den die geraden Glieder zum verbesserten 
Wert liefern, ist somit 


n 1 I ‘ Im: Mn DE un n » 
N"—=M+tal?...+aml"=18ı+(-1)"t'- (a " u 7 Sack 2) Kaas 9 re m do) (16). 
2 u 


Dieser Teil ist also nur abhängig von den Differenzen, die in dem ursprünglichen Schema 
in der Zeile des Mittelwertes yo stehen, und da für den Fall !=0, d.h. also für die 
Berechnung von no, die ungeraden Glieder nicht in Betracht kommen, so läßt sich die 
Korrektur der mittleren Ordinate immer durch die in ihrer Zeile stehenden Differenzen 
dieses Schemas ausdrücken. 


4. Aehnlich ist jetzt die zweite Gruppe (4) der Gleiehungen zu behandeln, aus 
denen sich der Beitrag 7.“ der Koeffizienten mit ungeradem Index zum Werte 7. bestimmt. 
Man faßt genau wie oben mit Parametern 1, %,%3...%„ zusammen, führt wieder die 
Abkürzung 


14’ +’ nr... + Pneu . : +: 5. MM 
ein und setzt die Faktoren gleicher Koeffizienten hier und in 
"=alras®’+...+9mHl?"t! „oo... 0. (18) 
einander proportional. Das gibt, wenn v der Proportionalitätsfaktor ist, die m +1 Gleichungen: 
n? [In] + (n — 1)? [fr —ı]J... +1? Iı]=rI1 
n‘ [n] + (n — ı)* In — 1]... + 1% 1]=+1% 


eB BrTE TED, EB a FE ai Bi EEE at Bir Bi ur Br 


tn) + ln — 1)?" tr? — 1]... + 17?"t [Jr let 


für die n Größen |l|. Aehnlich wie oben wird jetzt für alle p_! der Ansatz gemacht 


r < ‘ ’ -— 
p)= (-ı) al HB" )+.. + Ben(, " ) . (20) 


m+1—p \m+2—p n—p/| 


(19) 





und für p=|! 
v B 2 » (2m+ 2n\] | 
N="+— 1) A(,"* \+R( n. )+ + Ban ( . . (21). 


% m+1—I m+2—1 n—I 








'’ 


’ Setzt man das ein und beachtet wieder die Gl. (13), so findet man, daß die Gl. (19) 
erfüllt sind, falls fı, das in der letzten Gleichung den Faktor 


o fr s* N 
( a 12m+2 N) gam+2 _ 7 4 eu. ‚+ (-1)" er t *) (m Pr (im +: 


m re | m—)2 v 


‘t, der ja nicht Null ist, gleich Null gesetzt wird. Faßt man jetzt die rechten Seiten 
" Gl. (4) auch mit den Parametern 1, %1,%,...%m zusammen, so erhält man 


alt’ +... amt) =! {Di [1] +2 D [2] 4-3 D, [3]... +nD,.[n]} (22). 


'hreibt man unter Benutzung von (20) und (21) diese Gleichung ausführlicher hin, so 
rd die rechte Seite 
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f 
_ 2 * m + ) D; Br P3 ( m + ") D, FE ae ( _ Kuss .) D, Me m ( 2 n ) D. 
2 m + 1 2 \m +2 2 n— 2 2 n—1 
ö . I3 [: ) 9 m— 2n— n- 
+ 2 en +2 ("ed +... + ( n \2D+f "(")22, 
2 m 2 m + 1 2 n—3 2 n—?2 


’ j} 2 ‚ ID = ] ) 1 g, = Mm 2 Be 2 } n—m 2 n 
eh: 2 JE "DH "+9 \EDi+..+(-1)" ( ; Jap +-ıyF ( )ıD (93 
’ 2—I 2 \m+3—U 2 I 2 

On m = 3 — > \n On — m 2 
Hy ee 9) 1) D+0-e)a-ND.-ı| 


) 0 p) 


r4 - 


Anm 2 | 
+(—1)" 3 n D,. I 


7} | 


_ 


Eee se Me 


Stellt man nun ein Diiierenzenschema auf für die mit den zugehörigen Abszissen 
werten multiplizierten Ordinaten, also für die ersten Momente der Daten 
u Yn; En (n Be 1) Y=(n-1)5 "GE oe Y-1ı,5 0; Yı: 2 Yı, ur (n — 1) Yn-1) n Yn 
| und bezeichnet diese Differenzen zum Unterschied von denen des ursprünglichen Schemas 
4 mit einem darüber gesetzten Strich, so wird 


ze 2. Ym- { 2m-6 N [. zn 
; 1) Bd" tt— PB; AIe? sr ,.+[—1) Bn-mAo*"| (24). 


n= aı !-+a3 j* ..t Ami Imr1 == lg D.—+ 


Auch die Beträge, die durch die Koeffizienten mit ungeradem Index zu 7: hinzukommen, 
sind also sämtlich durch Differenzen bestimmt, die in der mittleren Zeile dieses zweiten 
Differenzenschemas stehen. Die Koeffizienten $ sind darin, ebenso wie oben die «, 
natürlich noch Funktionen von n, m und !, und der Parameter » eine Funktion von n und m. 
Diese Größen lassen sich mittels der Gl. (20) und (21) berechnen. Würde man in der 
Näherungsparabel noch ein Glied @a3m+3 &°” *° hinzunehmen, so würde auch P, = 0 werden 
usw. Man hat damit also folgenden Satz bewiesen: 

Die an den gegebenen 2n-+ 1 äquidistanten Werten anzubringenden 
Verbesserungen, die bestimmt sind durch die nach der Methode der kleinsten 
Quadrate beste Näherungsparabel (2m -+- 1)-ter Ordnung, hängen allein von 
den n— m Differenzen Ju" *?, Ay?”**, ... Jo?” der mittleren Zeile des Diffe- 
renzenschemas der gegebenen Daten und von den n—m-—1 Differenzen 


At, So”, ../h°" der mittleren Zeile des Differenzenschemas der ersten 
Momente der gegebenen Größen ab. 





5. Damit wenden wir uns der Berechnung der Faktoren «/2 u und ß,/2» der 
Differenzen zu, die wir als Quotienten zweier Determinanten erhalten, und zwar sollen 
nur die drei Fälle n—=m-+ 1,m + 2 und m +3 behandelt werder. Im Falle n—=m-+!, 
| von dem oben der Fall m — I erwähnt wurde, kommen die von den Koeffizienten mit 
H ungeradem Index herrührenden Korrektionen nicht in Betracht. Von den Gl. (24) bleibt nur 
m = 1/g D: ‘ . . R ; . s . . ‘ : (25). 
Auch von dem aus den Gliedern mit geradem Index herrührenden Teil bleibt nur das 
Glied mit «,. Den Wert von «, entnimmt man aus der Gl (12) 


| 2m+2 2 i 
| u ( ji )-1 ( ") a a er 
N m +1 n 


N Um den Proportionalitätsfaktor zu berechnen, setzen wir die Gl. (8) und (9) noch 
| einmal ausführlich hierher 


1 R | 
‚ 0 4, —- Be 2 .t A nt a, ( 2 )-1ı 
| n—|1 
92 94 a In 
0 + 2? Aı - 3 ’B ... + 2 ” ia —— —H ca ( )—1 
n—?2 
ein ar (27). 
; 2 ı) 2n— 2 ] 2n 
-B 7 l ), + l “2 © n=]1 —= (—1) a, ( j-: 
n — 


04 (n)? A, + (n)! ee (n)?"-? „-ı = (— al er ) — ] 


Kr 6% 


Dee a EEE E 
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Der Nenner von — u ist 
2 | u, j" YR = 
2? 24 22 =. 
u. ee u a Le SE ee RE 2 B (n)!(2n—-1)!(?2n 31... N In \ 
Ü— ’A— 1... 1 - er .2(-1)’ te "y (28), 
(23 ++ 1... + | 
n° n* AR (n)?"-? 


wie man leicht findet, wenn man beachtet, daß man es mit einer Vandermondeschen 
Determinante zu tun hat. Im Zähler tritt einmal die Determinante 


ze: 
1 22... 22-2) —(2n— Vıl2n —8B1...311!ln)! 2 
fine SRERR 2 Er h (2)! („) 

1 n? Dh 


| auf. Ferner eine zweite Determinante, deren eine Kolonne Binomialkoeffizienten sind und 


i 2n 
in der der Faktor von (— 1)' aı ( den Wert 
n—T 
Ak Ziel y g2r-: 
| 2? Bi Bee 
| . * . [2 * . * . [2 * * > me wu. DD Er u Mi 
’ E17 tr! QOna—1)!(2n —3 1...3!1!n!2/2n 
| r — ’(r — 1)*...(r — 1)"?|= ( 
(2n)! n—r 


(r+1)’(r + 1)!...(r + 1)": 





n? n*. ar: 
! hat. Der Zähler ist also 
(2n—1)!(2?n—3)! 3:1! 2n\° 2n\’ 2n\? In\ 1 
—20 — +...4+ ) - 1; ( ) 29). 
| ; (2n)! [ 0 ) ” | 1 ) r (, —1 " n a 
| Beachtet man den in (26) angegebenen Wert von &ı, so wird die eckige Klammer 


2 ,\2 2 \ 
| ( ') r ( ) = sLEr +( u ) + la F | . E .) =P . . (30), 
0 1 n—1 n 2n 


wie man leicht durch Quadrieren der Gleichung 


| 0 2n\_>» Er 2n ’ 2n 2n ’ 2n ’ 
c-+ae1) — ( Ja’ ( )ar3...+ ( ).’ ( ) ( )e”... )a-’ 

us ) 0 4 1 n—1 ” n ” n—1 | 0 

t f} | [} . 

Ausrechnen der rechten Seite und Gleichsetzen der von & unabhängigen Glieder findet. 


Aus den Gl. (28), (29) und (30) ergibt sich 


u= (— 1y + ind. (5 ") 
’ 


2 \2n 


3 
n u) 


Damit wird der in Gl. (16) auftretende Faktor von Ay?” 
i 2 4n 

el) 
f n—I In 


FEW} 2n' . 4n 
"= '"hSı + (— 1, til ‚) 40° ( )» 


n 2n 


Es wird somit 


und, wenn man (25) hinzunimmt, erhält man 


mM=Yy+(— aa A (,") ee ce WE 


n—I 2n 
insbesondere ergibt sich daraus für die Korrektur der mittleren Ordinate, die man ja 
überall bis auf die Randwerte anzuwenden hat, 

[(2 n))? 
(n!)- (4m)! 
Die folgende Zahlentafel gibt eine Uebersicht über die hier auftretenden Zahlenfaktoren. 
11* 


ne = yo — (— 1)" 40°". 
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» © ’ Korre] der 
ir Korrektur an den Randordinaten ler 
f SE Hauj ’ 
! y 
N S% y=-7 y-5 Y-5 y-ı Yy-3 y-? | y-1 
| . 
>| 1 2 | 
I —_ I + 1 
6 v 
i 1 4 2 4 
' 3 on ] + I — f 
70 35 
. 1 { 1 { 5 {2} ) 
) J | J —_ I + 
924 2 154 0 308 231 
_ 1 s | 4 8 14 s 56 t f 
I | J — J + —. - J 
12870 V 6435 6435 0 12870 v 1287 
1 10 5 10 45 10 30 10 105 10 62 
y  — I ! 4 — ! d = : A u. im 
184756 92378 0 184756 ® 46189 0 92378 0 46189 
1 |, 3 12 33 12 55 12 495 12 195 ‚2 33 
11 44, I — 4 + _ IP — I ı— ] 
2704156 676039 1352078 676039 © 2704156 676039 9 96577 
| 14 7 14 91 14 91 14 1001 14 1001 14 1001 14 143 
13 —gdJ 4 I + _ I I I |\+ 3 
WI1660W 0. 20058300 0 10116600 © 10029150 °: 40116600 °, 200553300 ® 13372200 1671525 


Bemerkt sei noch, daß man in diesem Falle die Summe der Abweichungsquadrate 
in sehr einfacher Form angeben kann. Es ist 








rn gm\? //4n\? 4n 
Su? : In\2, < ( a: ) ( ) FE | Yyn\2 ( ): 
u (So u 2n ( 0“) 2n 
6. Im Falle n—= m-+ 2 erhält man zunächst für den Anteil N, zur Berechnung 
der «&, «& und « aus (12), (5) und (9) die n+ 1 linearen Gleichungen 
u. . 
0 U + 0 ...t 0 ur X E j- Xy EZ = —]| 
n—|1 n 
. en 
0 + Ay + ’e ...:. + In=2 + dı ke ,)+ (lg ) u 
e- 
2n 
8 4 y2n=d uch: N AS. 
0 4 ®), + la Er In-3 EAN Br I 3 (, „)= l 
. “ . . . . . . “ . . . . . (39 
rw 2° 2 .— 
u+ 1?) + It), ir + (—1)-1 a (?" ai +" ( ——j|| 
n — 
/ / On oc: '2n—2 2 n 
v0 + ın 1) 4 + (n — 1) pP .+ı|n 1)? a + (—1)” a?" 0 4 1)” - (Ks ’ ——] 
. A ın 
v0 —- n? ), -4- n* )4 ... + /7 Med n.: + Ü +(—1) ua? 0 1 
Der Zähler von «, wird 
) 
0 0 0 4 an ( er ) 
n 
2 4 un-4 an 
1 1: +1 + 
n—1l 
) 
— (—-ı)'t!| d—-1)? (—1)*... (de -1)! +1 (— Da ) 
Br 3 


2n 
—+- ] — ])' ( ) 
f ( ın—1-I 


> 


(+1)? +1)... (+1)? 





| n" A +1 (- 1 (7) 


0 
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D) 
E73 j” 4 ns Aa l Br; Be 
n—1 
> 
-(",) 2° 2‘ aaa wu . ia 
n—2 


DE Zur Da er Br a rar Ar ii ET 


nn, 
2 ; 3 PR a er 
(— 1/ % ‚) +1)? (+1)... (+ 1)°! IL (+1)... 04 1)27-1 
et 2n\ . N On „ 0 
(— 1)" ( 23 n? n n? | ey nan=4 


n—I (2n)!? 


h —?2 2 (2n—1\!(2?n—: eaerrrret 
(— ı)[t1 (5)2-2n(," ) 3 n—1)\!(2n—3)! I!n! 
2n 2n—1 n—I (2n)!? . 


wobei man außer der Formel (30) noch die folgende beachten muß: 


n (4n—2 2n \° '2n\? In \? Bi’ _ N 
— 1? ( 2. ( ) 3’... ( ) n? = P. s 33). 
2 Fee) Sa " ,) r ” ” 0 ® ( 


n— n—3 


n.r,« . u en nn aaa a 
(+1 8 | ( ud ) 40 7) + (?”) „| (?°,)2” Dian—Bt...tim! 
2 - ? n 


. 4 2 ’ n 
Nimmt man noch Bi . vor die Klammer, so wird der Zähler von «, 
zn— 
4n—?2 2n \ (2a —1)I(2n—3)!...1!n!,, 
— | a )( ) F’ikan—1)— nn’ . (34). 
2n—1 n—I (2n)ı? | ( | 


Für den Zähler von «& ergibt eine ganz ähnliche Umformung 


(nr —1)!( 2a —I3)t...1i!nt/ 2n\[/2n—2 ®n “= 2n—2 2n t } 
ea [ET (ar 3 TC) er 
) (2n)!? „U l\n-ı n Pe n—1—r/ \n-r : 


=] 
und daraus, wenn man die beiden Gleichungen 


n Te Kae CT) ®+ 

2 \2n—-3/ \n— 9)+ n—?2 ee = Di ” n—3 n—4 el ) 
(,) -(”” a. ö ( ?n rn m ( an ) rn en er 1 Pr 
2n—-ıl ai u n—1 „..)+2|,, n—3 2, 0 ) 

beachtet, 


2n—-1)!(2n-3B)t...1iI!n!f 2n „[4An—2 4n—4 
2 ld 
( ) (2n)!? n—| 2n—1 . 2n—3 (3 
2n—-1)!(2n—3)!...1i!n! 2 —_ R 
u (n  R . ee 6 ‚)PG4n—39)—(n-ı):n] \ 


(2n)!? n—I 2n-2 


5). 


L 


Schließlich muß der Zähler von — u bestimmt werden. In Determinantenform schreibt 


sich dieser 
>) a \ 
u EM. er “) -("*%) 
n—]1, n 





ın 
BER 1 92 94 u en —( wi 
n— 3 n—2 
“R e 2 
GE SE RR 0 (—1) +. Bi 


Faßt man die letzten beiden Spalten zusammen, so hat man, wenn die erste Zeile 
rkommt, als Faktor von 


pr 1, +2(° 7 2) °*)- (?*)( Be 5 9 ac vr | .. r! 
2 n — 1 n —r n n—1—r n n—r/(Zn—1)'’ 2n 


7 


2 | ’ “ 2n / j 
Fi |  ) a1)? d-1)*... (I 1)?" 4 1 (1 1)?...(0— 1)?" 



















A ee EEE RETTET 


Te 
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eine Vandermondesche Determinante, die sich umformt in 
Zn— 1)!(2n ERBEN ET a | pie 258 
n 


2 , 


(— I +1 


(Zn)! Eu: 


und wenn die erste Zeile nicht vorkommt, ist der Faktor von (s>r) 


2 > ) 2 2 2 ; 2 In r?— 8° 
mas l )$ Tr r ( on a4 ) ( on ) EEE ( en ) ( un ei m — 1)' 7 AR ( un ) ( ) 
n 1 8 n r n—8 n—-1-—r . n —r/’ \n—s/’(I!n—1)'’®n 


ebenfalls eine Vandermondesche Determinante, die den Wert 


7 v. \ı(9  @ ' ! 2 2 
(— ptr+ 2 Rr-DI@n—Mt...1 "("")( "ae 
/ > n 


2 n)!” n r 
hat, so daß man als Zähler von — « erhält: 
n n ‚ 
(2n—1)!(2?n—3)!...1'in!-2 Un \?[ /2 n\? u Zn \? o a\9 
S ("Your 3 2 (v2 92] 
(Zn)!‘(2n—1)’2n — \n r n — n—8 
r—=]1 Ss. r+r1 


Die hier auftretende Doppelsumme läßt sich nun wiederum umformen, wobei man außer 
den Gl. (30) und (33) noch zu beachten hat 
Iren, 2 m\? 2 n\? '2n\? 
( E .) x "=n+|( ') 1) +[ ) (n—2)'... + ( er 1t=P, (86). 

2n— 2/2n—1 1 2 


Die Doppelsumre schreibt sich nämlich 


n n 


“ ( 2n ll) + . N ( In \ u >| N ın \r] = 2(Pı Po — Pi’) 
du N r L 0 n -F 


r—=1 s—1 j ır—l 
In 4in—4\3n—?2 „ 4n— 2ı? n? 4n 4\ /4n — 2\ 
= ( \( n— ( | )( )J@n—1):2n, 
?n In 2/ 2n—1 2n—1 2 2n—?2 2n—1 
so daß der Zähler von — u 

(n— 1)! n—3)!...1!n! in—4 4in-—?2 aut 
| 2 | ( Bist ur 
(2n)ı? 2n—-2/\n-1 


wird. Aus (34) und (37) ergibt sich der Faktor von Ay’”-* nach (16) zu 


Ei Ve 
| 2° —n 
‘ 1 a \ + ) ın I | n i v5? 
(jr ft = (— 1)" — Mr ar A 
“= A Ze 
. E n Ri 


und aus (35) und (37) findet man für den Faktor von 4?” 


( "le — 3 rd V 
9 . n — 1 2n—i Zn—1 \ 
l PR ( 3, +1 ” 1 ö . ° (39). . () 
2 u (; n— 2 
Zn— ı) 
Da die ungeraden Koeffizienten zur Korrektur der mittleren Ordinate keinen Beitrag 


liefern, kann man schon jetzt hinschreiben, daß 


5) 91129 m _1)!nm? 
\n (2 n 2)!°(2n Iı'!n 


nd=Ww+ti(-—-]1 
. 9 ( f n!’(4n— 4)! 


t 


| 2 2 u. 9n 
(A0?"=° + d,° ) ;. -_ 
Iin—3 


int. 

7. Es handelt sich jetzt weiter um den Beitrag der Glieder mit ungeradem Index. 
Die Größen ?, und » berechnen sich aus den Gl. (20) und (21), die, ausführlich ge- 
schrieben, folgendermaßen lauten: 


9 0 
0 + 4 + 73 +... -+ ?n-2 + P3 (, ") —— 1 
92. 94 + oan—4, / 2n N) 
WeWE | TREU ee en Br )--1 
n—2 
- tr ta -Ä1h( ")-—1 
Aa 


. [} [3 . ® . * * . * . [2 [2 [3 . [3 * . 


. N 2 
O+n’sı rn! +... +n?"t,-. + (— 1)" 1 Br ( e )= — 1, 








v 


A 


| PRO: oe. 2 1 
g? 2(ın— 1) (An — 3)(Ao?"?)’+4n(4an — 3) A?" Jo?" +n(2n —1)(Ao?")’+ , (Ao® |: ( » ) 
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Der Zähler von f, wird also wieder eine Vandermondesche Determinante, die 
-h umformt in 


af 2n 
en -D!@n-3)1...112 ) 


Fi 


_— 1 irn 
n!(2n)! ' 
ährend der Zähler von — rv/l den Wert 
n 
(2n 1)! 2 na —3)!,..1!-2 ın . 
(—1} > ( )r: 
n!(2n)! n—r 
rmjı 
hat, wofür man nach (33) auch schreiben kann 
Zn V)tl2n —B8)!...11!/4n —2 
(— 1)" ( )n. 
n!(2n)! 2n 1 


Damit wird der Faktor von 4°” in (24) 


In ) 
’ (, — 1 
(‚5 n — .) 
n 
2n—1 
und damit ist die gesamte an y, anzubringende Korrektur bestimmt. Nach (38), (39) 


2n ) 
4 Eı 3 0) 4 — 1 9n—9 
| n (v n Zu n) I? 
2n—1 n 


und (41) wird 
n—I1 
4 u — 1 D) 9 
+ ne Pr) +] Me. 


Rn an), 


m=Yı+(— (jr rirl 


ii 
Z2n—1 
2n—1 2n—1 n 


In der folgenden Zahlentafel sind die Beiwerte der einzelnen Differenzen angegeben. 


(Vergl. die Zahlentafel auf Seite 176.) 


Für die Summe der Quadrate der Abweichungen ergibt sich in diesem Fall 


8. Ist n=m-+3, so berechnen sich u, &, & und « aus den Gleichungen 


Ia— ae 
+ 0 we —+ 0 — (0 > ö — (dig w ’ ) > (3 ( )- — | 
n—2 n—1 n 
In— 99 92 
r hı ... + ER + a (/ ) — (oa Er ') —+ (13 ( " )-— 1 
n—3 n—2 n—1 
L 92), ee ° 92n-6 ) ce St ei 3 äh Pr a ( ")--1 
—4 n—3 n—?2 
+ /° }ı + Ur). +(—1) tler E= + to; "I )+-Nta(")=- N 
n—2—1 —1-—I n—I 
Im I)n—)I 
n— 2)? }, + (n—2)?"776 9-3 + (- 1)"71 &, (' 5 ') ie (— 1)" 1a ( = ‘) > (—1)" "a; ( e )-— | 
(m 2) 2n=6 2n—2 n an 
n—1)?lı ...+(n—1) Ann 0 + (—1)" @% F +(—1j" 0 = —] 
Wi nr nt 0 + 0 + (-ı)" TI ( eg )=- | 


Der Zähler von —u wird also durch eine Determinante dargestellt, deren letzte 
irei Spalten Binomialkoeffizienten sind. Faßt man irgend drei Zeilen dieser drei Spalten 
‘usammen, so läßt sich diese dreireihige Determinante wesentlich vereinfachen. Ihre zu- 
gehörige Unterdeterminante ist eine Vandermondesche Determinante, die sich ebenfalls 
umformen läßt. Man erhält als Wert des Zählers eine dreifache Summe, 
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In —2 
Faktoren von 4A, 
p _ i Korre 
gr Korrektur der Randordinaten H: | 
FR Y-1 Y-6 Y-5 Y-4 y-3 Y-3 Y-1 
2 l 2 y 
1 —1J + I N 
0 2 1) 
3 n 1 N 1 N 3 
3 4 + J A J 
14 0 2 0 14 7 
1 7 6 1 1 
5 ] 4 J = IS - ] } ] 
33 0 152 0 6 0 132 3 
1 5 31 n 73 - | 34 s 7 8 7 
7 J + A —_ i + Pr] le J _ — / 
2856 1430 1430 715 ° 715 14 
Bi 10 49 10 83 10 15 10 105 10 3 10 63 
9 A t — + —— I — A T 
38398 0 16796 8398 884 0 | 8398 9 646 0 4199 
1 71 12 913 12 383 12 1067 12 649 12 365 12 33 
11 - + I - 2 |+ 3, — + I|\+ I 
29716 208012 » 208012 104006 208012 ®ı| 208012 °ı 208012 7129 
\ In 
Faktoren von , . 
R- Korrektur der Randordinaten Hauptwert: 
an. 
=. 
# Y-ı Ui Y-5 V-4 Y-3 Yy-3 YU-1 yo 
Dr 
3 4 1 4 | 
| J + ] 4 J 
10 0 5 0 2 
5 6 f [93 = 
3 — 4a + J - 4J _ J 
54 9 7 0 38 0 21 
fi s 5 a A) 8 1 8 ) 
5 u 4 4 ine ] } I + j 
855 0 143 0 429 429 0 145 
Z 1) 10 14 10 133 10 32 10 7 10 28 
— — J — J } J _ 
9724 0 2431 0 9724 0 2431 4862 0 2431 
11 12 45 12 9 12 265 12 405 12 27 12 15 
I) J N A — I } -— 4J _ I = 
117572 « 58786 3458 0 58786 9 1175873 ® 29393 0 4199 
13 14 33 14 583 1 179 14 2013 14 319 14 33 14 193 
11 ” e » J + . - I + I Pr | i 
1485800 ° 3.145080 1485800 185725 1485800 371450 ° s7400 18572 
. In 
Faktoren von J, . 
“z Korrektur der Randordinaten Hauptwerte 
= 
2%. 
2. Y-1 Y-6 Yy-5 Y-4 Y-3 Y-2 Y-ı Yo 
1 N 1 1 
| — 4J + ] 
2 ® 10 
1 B 1 6 5 6 
q — | > A — A 
252 0 63 e 252 0 
1 . 1 s 7 B 7 8 
5 -_- ae 2er I _ + A 
3433 0 572 0 1716 1716 ° 
| 10 2 10 27 10 12 10 21 10 
7 — - d + z I Gabi n + J + 4J 
45620 9 12155 48620 2 12155 24310 
1 12 5 12 11 12 55 12 55 2 11 2 
9 I + -43|— di +-— _ £ - 
705432 852716 ® 1763585 0 352716 235144 0 58786 
. 1 4 3 j 13 gi a 26 4 429 14 + 143 Ti 429 14 
10400500 2600159 ° 2080120 1300075 °: 10400600 °, 2600150 °| 10400600 
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1yn+14 (2n—1)!(2?n—3)!...1!n! 2 3 ur 5 Rn 
(2n)!?(2n—3) (2n—2,(2n—1)-2n „1 r—p+l n—p n—r 
2n\? * aus n 2n\? ’ o\a/.g a\4 ’ 992 
( ) ro! (r—p?)?’ +2 2 ( ) (r?— 9?) (s?—r?)? (p?— Du 
n ut # 


Diese dreifache Summe läßt sich nun auch folgendermaßen schreiben: 


n 


2n\? 5 [j2n\? In \?,. ui  (?n\? . . 
ls & ( ) 2 ( 5 p'+2 ( ; ) ("—p3?| | P) ( i ) (qq? — pP | 
LT nn ei n n—ı7 n—q 


] Y = | 


I 


n ‘ n D no n 5) n D) 
2n \° 2n\? „,. OR 2nı? 2n \° 2n\° .. 
’Y ' “ ’ 2 2 | } ’ ’ ’ 4 ®_— pr?)? |. 
18 1 I ( Pe + x ( ) >| )a'(a "Y 
p= | n—p r—1 > n r=1L id; g=1 n q 


Beachtet man nun außer den Gl. (30), (33) und (36) noch, daß 


, f2n\? 2m? an \? _ 
Pr—n°+(*") (n—1)°+(),) n— 2) + 2 ") j 


n—l 





4n—6 ’ ’ A 
-( y ) ne (15n°— 30n?+ 16n — 2) 
2n—3)/ (n—1l) (2n—1) (45) 
In\? In\? 2 2 
R=n'+(Y) Ra) + ( ') mn +...+( ") % 
1 2 n—1 
4An—8 2 n? 
 ( “ ) a (105n°— 420 n! + 588 n?— 356n?+ 96n — 10) 
2n—4/ (2n—3) (n—1) (2n—1) 


ist, so erhält man für diesen Ausdruck 


(2Po PıPs — 2 Pı’P — 2 PP°’— 2Pı’+4P,P,P:;) 
— Pag er EN I6n?’(2n — 1)? (2n—3). 
2n—?2 


2n—93 2n—4 
Somit wird der Zähler von — u 


(pr ra tm (279) Dad? badi 12 .d (44). 


(In) !’(n—1) 2)n—?2 2n—3 2n-4 


Der Zäbler von «, wird eine Determinante, deren beiden letzten Spalten Binomial- 
koeffizienten sind und deren Wert 


(yerirı (Pr) Brzi 2n— Mt... 1i!n! | 


n—I @n—1)2n (2n)» 
‚Le 1 ö © n 9 P 9 ) 45 . 
4 © an 4 x 2n\“ (mtl! — 672) of ?” Äf __ 2) (?—r? (1? — )?) \ 
>: > 7 p +3 Auer. ee 
p | n u, r—=p + 1 N n 4 } 


’ 


ist. Die Summe läßt sich folgendermaßen umschreiben: 


E x [»r — r?) +2 (7) | s (1) (p! 2 p9)| 


vv] ryr=1 


[& (een wn-men-m-en- 
y=] 


n>? 


Benutzt man die GI]. (30), (33), (36) und (43), so kann man dafür setzen: 


4 4 2 „[4n—4\ 3n—2 ne : \ 
°( )—n( L ) el " — dm . (15n°— 30n? 
In 2n—1 L 2n—2/ 2n—1 n—1)(2n-1) 
4n—6 n (4n—2 4n—4\3n—2 
+ 16n— 2 ( \I- 21” ( )—-( ) 2 208 
a; k 2 \2n—1 2n—2 nt ) (46). 
4n—4 4n—6 49 \ m . 
= ( ( : ll (an— 3) (An —5)—U’(4n—3) (6n’—Sn-+ 1) 
’n— 


2n-—2 2n—3 ' 
+ 3n?’(n— 1)?] 
Damit hat man den Koeffizienten von 4u?"-* gefunden: 


2n u A - a 
e ) [Ü!(4n—35) (An— 5) -U’ı(4n-3) (6n?— Sn +1) +3n" (n 1)?] 
Y — 
— ı)n ni = (—ı)rti+1 ‚ ee 2 (47). 
2u 4n—38 
(, .) 12 (2n—1)n 
n- 
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Ganz entsprechend rechnet man für den Zähler von v, aus 


ft 


In ‘ r (& en pa ‘ 2 u ‘ 2 
u "+7 “? (2n 1 '(2n >) a 4 x \ 2n ) f x () p'In—ı)? 
n— 1) (2n)!’(2n— 31(2n —?2)(‘ I)2n l p +1 2 


oO 2 n N r 7 
p=]1 rm p 


0 a - . 2n \° 2 u a . “ . . - re . 4 
+ n‘ p’)] (£° p?) nn 2 ( ) (p? - pi): (n I’ eg r®] (1? — r?) —p3) I 


Die hier aufıretende Summe läßt sich in die Form bringen: 
(rn —1)’+n?] (® PL— Pi) (21? PR —2P,) — PR —P;) (2 P—2P:) 
H2(?P—-P) (PR. —P)— 2? P — P)I[n—1)’+n?], 


wenn man die Bezeichnungen der Gl. (30), (33), (36) und (43) benutzt. Nach einigen 
Umformungen ergibt sich daraus: 


1 4 1 —6 2n—1) (2n ’ ' u Pr 
s(, (5. )” = . ” fe (an—3) (An— 7) — U? (24n?’— 680? 
?n—)?2 Zn —: (4n 1) ; a 
+ 47n—6) + 3(n— 2) (n— 1) n?] \ 
Aus (44), (48) und (49) findet man den Faktor von Ju?" ?. 


(4: 


27. ee ee A EEE a ee TEE 


(49). 


2n ’ p 
) U (Aan—- 3) (An D— UP (24n?—68n? + 47n—6) +3 n—2) (n—1)n’) 
7 ‘t , 1 
( jr +! ? ( ’ 1)‘ Fn+ı ” . — — (50). 


2 u Iin—S 
( ) 122 (4n 7) 


2n—Y4/ 
Schließlich ergibt sich der Zähler von as: 


\ 


(2n—1)!(2n 5 


(- )r + I4 ı “ ) ! an 1 ! Z ! 4 (" n ) , x \f In ) x er 3 (n? p*) 2? p'l?(l?’—p?) 
(Zn) !?(2n— 3) (2n— 2) ı2n—1)?(2 m)? \n—ı) ,_ ) n—p \\n 
/ p lt r= pt l- 


(51) 
\ 3 2\ (m? 2) (m? .2\2 (J2 2) (72 3 ‚| 
2 | (n? — 2?) (n? — r?) (p?— r?)? (I pP?) Pr?) I 


n—r 
Auch diese Summe läßt sich umformen in 
(2l’n’P —2(n’+1) PR +2P)(U"n’P—(n’+1) R+ P)— 2(n’? PR — (n?’+U)P+P)”, 
und daraus folgt: 


d i : 8 I fs n I) id 
Er 7 ie .) “n — A "TR (an—5)(4n—7)— l?(4n- 5)(6n?— ı1an +5)! ( 
In Iin—5) (4n—7) 3 (n— 2) (n n 1)? n] 


In .) 
> 


Aus (44), (51) und (52) erhält man dann den Faktor von 4°": 


2n 
A 





52). 


2 RR 1... _ 132 
(_ 1)" erg _ (— ı) el 1 IE 6n"— iin +9 . 36 - (n 1 4 (53). 
2 — 8 = 5) (d4n—7) 
u An—S8 4n—7 (4n )) N 
24 ( 


2n—4 


Die Verbesserung der mittleren Ordinate läßt sich jetzt schon angeben: 


(" 
Ra n n— 1 a: n—2 ug (n—2)(n—1) . 
No = Yo \ ur L, ir [Zi (n RER 1) As? di t_ Av: —i— - E = Ar] ’ 
In—8 2n—1 4n—7 2 (4n—-5) (4 n—7) 
| ) 
3. 4 


. 9. Für die Verbesserungen der anderen ÖOrdinaten sind noch die Beiträge der 
Koeffizienten mit den ungeraden Indices zu berechnen. Die in Betracht kommenden 
Gleichungen sind: 


ao [?2n—2 ın 
() } 4 ar -+- An 3 —+ r2 ( ) — B; ( —— 1 


n— 2 n—1 
2 Di 2n—2 >n 

() —+ u 7 5% 4 An-3 Kin Pa ( ) ae B; ( )= — |] 
n—3 | n—2 
’ Y ‘ , In 2 } ®ın 
l n—1—l n—I1 


ie wo 2 2 ; ie > 
0 +(n— I)’ xı...+(n Dt a (— 1)" Bu , )+(-1) Bl 2 )- — 1 


A FTBERE RE U 2n 
» rn rt NT An 0 +1) Br 0 ) 





7 + (-1)" +7+1 
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Daraus ergibt sich zunächst der Zähler von — ‚ zu 
BR-V1Rn—BM1...11 x 4 u eu mE mi 
Zi = eb Ih = pr (pr)? ( ) ( 
n!(2n)!"2n(2n—|1) p=lr=p+i n—p n—r 


Die Summe formt sich um in 


n u 


> 7 92 n P " 
NS Ber \ 3 N [ x 2n \° : 
— p 9 — Pr [ — pr 
n—p vn. MT r 2 


y=1 u | 1 rn 
und unter Benutzung der Gl. (33), (36) und (43) wird daraus 


in —4 4n —6 . 
6 ( ( \n’(n - 1). 
2n—2 In 3 





=-PRPR-P\?, 


Somit ist ‚ Be MR; in—4 in—6\n’(n— 11) . 
v 2. 12 )( ) (54). 
n!(?n)! 2n—2 2n—3 Zzn—1 


Für den Zähler von fs, findet man 


. 2 (2n—1)!(2?n—3)!...1! In \? en 
Z=(-17(?”) a 7 
n—I1 (Zn)!n! n—p 


‚ 2 Y En 2 me. ı I Sram: I. Mr 
-(- 1) ( ‚ n 1)'(?!n ) 4AUP, — Alp) 


n—|I (2n)!n! 


4’ — p°) 


(In- '(2n—3)!...11/ 2 4a® .. 
— ( _ 1)’ 1 n ) a n: ’ [12 (4 3) ala — 2)| (55). 


(2n)!'n! n—lU2n l 


Aus (54) und (55) erhält man den Faktor von 4?" ? 


2n a 
)ıwa n — 3) n(3n 
> 1)” Pa PER (— 1)” +1 ? 1 rs —. 


2v Iin- 6 
( bn(n 1) 
In 3 


Aehnlich berechnet sich der Zähler von P; 


WERL 2 Ehe LE... »1.% -P( ") >), )arr 4 p*) (56). 


(2n)!n! n 1 p n 


Benutzt man nun folgende Formeln: 


n Er: Ir): 
2 2n —3 I n—|1 n— 2 n 2) n—3 ” 


0 


E% 


p 


') (n — 1)?, 


n 3n’—5n+1/4n—4 In 2n—?2 ”n 2n—?2 4 en 2 n—2 4 
)=( ( \1+( ( )2 ++ )( )(n—ı)%, 
> 4n—5 2 n—3 n—1 n—2 „3 n—3 1 0 


so kann man für (56) schreiben 


Z ni 9)0+ 1 (Zn ıl2n-3) AR 7 | In Inn u n x n N) 


2n)!n! n—I In—1 In- 


Aus (54) und (57) berechnet sich der Faktor von Jo?” 
("rec . „? 
2 n—I)—- (dn—dn 
. 3 TEE n—I 
(— 1 n+ 1 FE ee 
2rv 4n—6 
( „J6ndn-5 


2n—3 


Jetzt läßt sich der verbesserte Wert von yı angeben: 


U!(4n-3)(4n-5)-U(An-3)(6n’-Sn+1)+3n?(n 


_ 
u + [| (4an-3)(4n-7) -1?(24n? - 68n? + 47n-6)+3n?(n -1)(n- 2)] 


12(.” ") 


In-4 


(4n-7)-1’(4n-5)(6n?’-14n+5)+3n({n 


wi 


+ [!!(4n-5) 


[3 > 12 
n 3) Io*' 


n—1)(4n—7) 


M ö | (2n—3) Jo°" 
+I[l? (4 n-5)-(3n?-5n-+1)] oe 


nlin—5)(4dn—T) 


+1[l?(4an-3) -n(3n-2)] - 





nm 


n 
an In 1) & 
(57) 
N 7) 
1)] 
°] An! 
7° 
n(2n 1) 
Ay?"? 
n(4n—7) 
In” 


1)’(n-2)] 


2(4n-5)(4n—7) 
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. a2n—4 
Faktoren von I, 
F ‚ ü Ha 
- Korrektur der Randordinaten 
+ v 
Sä, 
A 
#- Y-7 Y-5 Y-5 Y-4 YU-3 Y-2 Y-1 
4) 9 3 2 
1 = J 0 + - ı +24 
4 3 n 11 N 9 4 9 5 
3 AI 4 + J ._ A _ ) 
0 2 0 4 0 14 0 7 
5 Ss 29 6 6 6 2 6 20 
5 J ' ] I J + I + ) 
22 11 66 1l 11 3) 
1 . 5 s 89 R 19 n 71 s 5 x 35 % 
7 J I | + | L _ — J 
26 265 9 >86 9 286 286 113 0 143 
7 12 10 1651 10 431 10 159 10 392 10 27 10 37 
9 J 4 J A + Z J a. - 
1292 323 0 16196 » 4199 0 16796 4199 0 16796 4199 
A) n 23 
Faktoren von I, 
7 Haupt 
= Korrektur der Randordinaten p 
ED L werte 
j“ 
- Y-17 Y-6 Y-5 Yy-ı Y-3 Y-3 Y-1 Yo 
N 1 4 4 N 
1 24 I +4 + J 
0 2 0 0 
2 6 13 6 1 ‘ 5 6 = ‘ 
3 - P| } J + 1 — J — A 
3 0 12 0 3 0 + 3 ) 
20 131 8 45 S 40 8 17 8 45 
r ä + I 4 — I + ] + J 
143 286 143 143 143 1453 
) ) 101 10 4) 10 49 10 29 10 11 10 28 
7 J I ee a; Er e ; 
221 © 884 9 221 0 884 0 221 © 442 0 221 
1 12 193 15 12 279 N 1 12 449 12 6 12 15 
h) + - I 4 £ + Js _ + ] 
323 9044 9 226 45223 0 4522 0 9044 2261 323 
In 
Faktoren von N, 

3 _ £ A m t- 
e Korrektur der Randordinaten er 
Bor werte 

nm © 
T 
+ Y-7 Y-6 Y-5 Y-4 Y-3 Y-2 Y-1 Yo 
5= 
5 6 1 6 1 6 1 
1 _— | r I A + j 
14 I) .; 0 f [) 
7 s 2 s 1 R 2 8 1 
3 -—4 4 I | _ _ l 
66 © 11 0 3 © 33 0 ‘ 
3 0 | 10 10 15 10 ) 10 Hi) 10 6 A 
5 J + 4 | _ — Fr 42 & rn j 
143 0 | 143 0 | 286 © 143 0 286 0 143 
55 12 0 2 | 7 12 | 42 12 287 12 16 12 70 I 
7 nn —— + ı | - 4| + ’ + 4 u 4 |- J 
16796 4199 247 0 | 4199 16796 4199 0 419 
3 ö ) | 35 7 5 iD 
0 | 14 | > gu = 60 ze | 135 2 z 9 14 u 97 f m 15 q" 45 
29716 148558 0 7429 0 14858 0 14858 0 14558 0 29716 ° 742 
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+) 


2n 
Faktoren von 4, 







































| Korrektur der Randordinaten Hanpt- 
#5 werte 
> Yy=-17 Y-6 Y=-5 U-4 Y-3 YU-2 Y-1 Yo 
a, — BE 
) j 1 4 1 h) 1 4 
- — J 4 J t J 
} [0 { 0 4 0 
I 
1 5% u: 1 % 1 
_ I - I 4 ] 
27 0 108 27 12 0 
] 
i) x 23 s 3 - 1 n 1 N 
— | A = - A N J 
1144 0 1144 104 0 7/2 0 2856 0 
3 
1 10 1 10 5 10 “1 10 3 10 3 10 
_ I _ I _ 2 u 
] 2210 340 0 1105 0 4420 2210 °® 442 0 
99 
1 12 59 2 205 2 89 12 253 12 121 2 33 y 
4" + ——_— 4" | — 4°|+ | -— 4 | - ——— 4” |4 A 
23256 162792 162792 40698 9 162792 162792 0 18088 0 
upt . 42 
rte Faktoren von JA, . 
2) | O ? b Haupt- 
= Korrektur der Randordinaten 
_ - werte 
2 1 i < y-7 Y- 6 U -) Y- t YU- 3 J-2 Y-ı Yo 
A 
) > ‘ 1 1 t 
— J * ] J 
M 84 0 14 0 2 V 
| J 
) ni f, {) 5 \ 1 u 
] A 4A - I 
J ‚92 0 195 0 396 0 66 9 
L 
3 10 7 10 21 10 1 10 7 10 
] — J —_ - + ] + I 
' 2860 0 1430 © 2860 © 715 0 1430 © 
11 12 ’) 12 15 12 23 12 B 12 6 12 
._ #1 % A ie 43 + ——4 + I ee 4 
100776 ° 4199 0 8395 9 12597 33592 0 4199 
13 14 55 14 55 14 5 14 517 14 11 4 165 14 
— g + — I 4 } _ J I + — 
Di 1248072 0 624036 178296 DIT 8 1248072 0 89148 0 416024 
te 
a Für die Summe der Quadrate der Abweichungen findet man in diesem Falle 
1 N 4(4n— 3)?(4n— 5)’?(4n— 7) “ i ‚ } u 94-9129 
) - | - - (J?"-Y)? +2 (4n —3)(4n — 5) (16 n?— 28 n + 9) (Ju?"?)? 
2n—L 
I (an —3)(2n — 1) (n — ı)n (S?"?+8(an — 3)? (In — 5) (An — 7) Io?"-*+.Au?"-? 
07 n\ DM D On c 4n —?2 
, +4 (an —3)(Aan—5)(an —T)-n Jo?" I?" 1(an—3)(An—5)2n — 2), dr? 40% |:3(, i 
an- 
0 
[(4n—3)(4n-5)(2n—1) — .. 3 a-W Zu TEE EN er Tage 4An—4' 
| 1 4 (Je? ?)? + (4,?")” +2 P, PR u 2: PR de :3( ö 
J L (n — 1)? 2 n n—1 2n—2 


Freiberg (Sa.), Februar 1929. 
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ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Über einige neuere Arbeiten 


auf dem Gebiete der Elastizitätslehre. 
Von I. MALKIN in Berlin-Charloftenburg. 


egenüber einem früheren in dieser Zeitschrift erschienenen gleichartigen Bericht ') 

unterscheidet sich der vorliegende wesentlich dadurch, daß er in erheblichem Maße 

auf allgemeine Methoden zur Lösung des elastischen Problems im Sinne der 
mathematischen Elastizitätstheorie eingeht. Der Inhalt des elastischen Problems 
läßt sich bekanntlich folgenderweise formulieren’). Ein elastischer Körper K mit der 
Oberfläche O0 weist im deformierten Zustand gegenüber der spannungslosen Gestalt 
bestimmte Verschiebungen auf, deren Komponenten nach den Koordinatenrichtungen 
genommen mit u,v, w bezeichnet werden mögen. Durch diese Größen ist eine Reihe 
abgeleiteter Funktionen festgelegt. Führen wir zunächst mit 


ur Ov Ow Ow Ov Ou Uw Ov ou 
5, a a In er ie; u ne er 5. x ie (1) 
die Komponenten (bezw. doppelten Komponenten) des Deformationstensors, mit 
u. ty +4 =0=divl(u,v,% . » :» 2» 2... 


die Volumendilatation. und dann unter Hinzunahme der elastischen Konstanten A und 
u durch die Gleichungen 


—lo—2ux, =X, — uy,= Y: 
—)0—2uy,=Y, -u2,=Z, Er  : 
.\—2un, = Z, -uUX,— X, 


die Komponenten des Spannungstensors ein, so verlangt das elastische Problem: die drei 
Funktionen «, v, w, von %, %, z so zu bestimmen, daß im Innern von K die Bedingungen 


0X, OX, (X ra) F. d N, sr OZ: 0Z, OZ; 
+. +00 N, ++. '—0, +.-.+. =0 (9 
()r Oy (x Or Oy Oz Or .oy x 


erfüllt werden, während sich auf O entweder vorgeschriebene Werte der Verschiebung 
oder verlangte Spannungswerte 


X, = X,cos (rX) + X,cos(ry) + X, cos (v2) 
Y, = Y.cos(r2) + Ycos(ry)+ Y:cs(wz)} . . . . . (6) 
Z, — Z.cos (rt) + Z, cos (rz) + Z, cos (v2) 
worin » die Flächennormale in O bezeichnet, ergeben, oder endlich kompliziertere Rand- 
bedingungen befriedigt werden. 
Die ersten zwei Abschnitte des nachstehend folgenden Berichtes sind im Wesent- 
lichen der Frage einer erfolgreichen Behandlung dieses Problems im Raum und in der 


Ebene gewidmet, während sich der dritte Abschnitt auf eine Spezialaufgabe der Elastizitäts- 
theorie bezieht. 





1. Zur Lösung des elastischen Problems in allgemeinster Form. Mit den 
Gl. (1), (2) und (3) geht das System (4) in ein sehr schwieriges partielles Differential- 
system 2. Ordnung für die drei Funktionen v, v, « von &, %, z mit den etwa durch 
das System (5) gegebenen Randbedingungen über. Die neuere Entwicklung der Analysis 
erlaubt es, auf dem Wege zur allgemeinen Lösung dieses Problems einen wesentlichen 
Schritt vorwärts zu kommen, und zwar geschieht dies unter Zuhilfenahme der in der 
mathematischen Physik sehr gebräuchlichen Methode der Partikularlösungen. Dieses 
Verfahren liegt der in den Mathematischen Annalen von St. Bergmann veröffent- 
liehten Arbeit zugrunde °). 


') Siehe diese Zeitschrift Bd. 1 (1921), S 466. 

*) Siehe z. B. Planck, Mech. def. Körp., oder Love, Elastizität. 

?) Ueber die Bestimmung der elastischen Spannungen und Verschiebungen in einem konvexen 
Körper, Math. Ann. Bd. 98 (1927), S. 248 ft. 
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Gewisse Partikularlösungen des elastischen Problems sind an sich bekannt; man 
stößt auf diese Lösungen beim Studium der Kugelfunktionen. Mit Rücksicht auf die Leser, 
die mit der Theorie dieser Funktionen nicht vertraut sind, wollen wir auf das System 
der bezeichneten Partikularlösungen etwas ausführlicher eingeben. Die räumliche Poten- 
tialgleichung Au = %u/0x?+ ud y?+ 9u/dz?—= 0 wird durch den Ausdruck !) 


mn 


Y„(R,c0s9,y) = An, R"P.. (cos 9) + R" I P,.„ (cos 9) [ A. cos mp -+ B,„m sinmgy] 


ml 
befriedigt,‘ worin 9, p die räumlichen Polarkoordinaten des auf der Kugel vom Radius R 


um den Nullpunkt liegenden Punktes (x, y, 2) sind, Pım (X) — Veı—x®ym P,")(X) mit 
m n und 


1.3...(2n—1 4 n"n—1) „._.. na N (a —2) (n—3) 
P,(x) = ee j En \ ya 2" Erree 
n! 2 (2n—1 2.4.\2n— 1) (2n—3) 

’ \ı a(n—-1)(n—2)...(n—2k +1) X"-°% | 

+ \ en l, + un #5 

24...2k (2n—1)(2n—3)...(2n—2k +1 | 
Setzt man n=0,1,2,..., so wird Yo = AuK’Po; Yı= An RPı + Aı RPı c0o89Q 
+ Bıı RPıı sin 05 Ya = A,o BR’ Pso + Ası BR’ P:ı c0g8Yp —+ Baı R? P;ı sin q + As» RK’ P;s cos 249 
+ Ba R’Possin29;... Für die Multiplikatoren der Größen A und B führen wir nun 


die folgenden Bezeichnungen ein: 
ı=®D,; RPo=®D; RPıcosyg=®,;, RPısing=®,;; R’P» = D;; 
R®?Pıcosyg=®,;,; RPısnyg=®;; R’Pacos2?y=P;; R’P;sin2pg— PD, usw. 
Substituiert man hierin die oben angegebenen Ausdrücke für die Kugelfunktionen P und 
geht dann zu den kartesischen Koordinaten über, so ergibt sich 
Dd=-1: D=r D,=y; Dd=xz; D, = 1’ — \y?— a2}; 
Bd, =3ry; D=3rz; D,—=3(y’—z’); D;—= 6Yyz usw. 
Führt man ferner die Konstante M, — ',; (A +): [(s— 1) +(3s— 2) u] ein, worin s den 


Grad des entsprechenden Polynomes ® bezeichnet, so sind die Vektoren, deren Kom- 
ponenten nach den Koordinatenachsen aus dem Schema 








Vektor x-Komponent: Y-Koınponente z-Konponente 
2 ach, „od, 2 or«p, 
Kr,0,0 — M,k° -+9®, — M;R° — M,K° 
ES Vr20y x ()z 
„0°, „”d, „0°, 
No 0 — M.R“ — M,R‘ 5 -L <D, DM; R- 
V20oy Oy‘ oyız 
o od, k O0?«p, )? «D, 
Ko. 0,1 — DM; BR” : — M,R' — M, R' > + «D, 
0202 OyoOz ()2? 


hervorgehen, Lösungen unseres Problems; man überzeugt sich durch eine einfache Rech- 
nung, daß die Komponenten eines jeden dieser drei Vektoren dem oben angegebenen 
partiellen Differentialsystem (4) genügen. Von der Verwandtschaft ausgehend, die das 
elastische Problem mit der Potentialaufgabe verknüpft‘), läßt sich beweisen, daß das 
Vektorensystem der 8 in (K,O) ein vollständiges ist, d.h. daß man jeden im abge- 
schlossenen Bereich (X, 0) regulären Verschiebungsvektor (u, v, w) durch eine endliche 
Summe der Form Fa mit gleichmäßiger Näherung in jedem abgeschlossenen Teil- 
bereich von X darstellen kann. 

Bei der Behandlung von Randwertaufgsaben mit Hilfe der hier benutzten Methode 
der Partikularlösungen spielt die Frage der Erfüllung der Randbedingungen eine aus- 
chlaggebende Rolle. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Bewältigung dieses Problems bildet 
lie Orthogonalisierung einer unendlichen Vektorenfolge, in unserem Falle des Systems 
ler 8. Von diesem Verfahren machen wir Gebrauch wie‘folgt. Bezeichnet man mit 


I) vgl. z.B. Korn, Potentialtheorie, Bd. 1 (1899). S. 136. 
2) E. Almansi, sull’ integrazione dell’ equazione differenziale I” = 0, Ann. di Mat. pura ed 
pplicata, (3) 2 (1899). 
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ı9t35, worin q und r Verschiebungsvektoren sind, das über O genommene Oberflächen- 
integral über das innere Produkt des Vektors Q mit dem dem Vektor tr entsprechenden 
Spannupgsvektor, so sei dem System der 8 ein diesem sonst gleichwertiges System derart 
aufeinander orthogonaler Vektoren I zugeordnet, daß unter Zuhilfenahme des eben ein- 


geführten Symbols 
( N — l, falls — D, r == 0’, y' =o 0" N 
TOTER —0, falls r$e oder r'’ +’ oder r"+e” | 


) 


(6), 








. ’ ' N . . ö 
wobei r,r,r" bzw. o,0',o" die Wertetripel 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 2,0,0; 0,2,0; 
durchlaufen. Das hierdurch lestgelegte Sv stem der 5 ist definiert durch die Formel 

0, 0',0')=(r,r',r'') 
os rr,r') a a 
Ir Hi; = N ‚g no! non" Sp, u.” . . . . . . er), 
j — u. 
worin (0, 2°, p")=(1,0,0) 
(p,0', on‘) Eat 
aEET es id 
{R1,0,0 810,03 {No 1,0 N1,0,03 RO, ,00, ,0o K1,0,03 
IR, 0.0 K,0 r 0 00} No 0 K,0 „00. „000 } u z | N,0 y00, „0% ,0 Nr „000 } 
8,00 Ron en, on ARO,1,0 Koran ERGO, 7m, 7000 Kor, er, gar} 
,) y \ 3 ! 
a IR 0,0 Nrr.. , {No 1.0 Mr, rt ... IR, 0700, ,00 Kr rtry 
>< — een u 
| ıN1.0.0 81,0,05 18,0, ,00, „00 R,,0,0N 8100: Nı. 0 0 ... $Rrr,r" 81,0 0} 
y > ) in (€ \ , 
| {81.0.0 Ro, 70, 700} ». + 1RTO, ,00 7000 Ko, yo, 7000} 80 Re Krarareh 


Hierin wird mit r°, r"°, r°° dasjenige Tripel bezeichnet, das in unserer Reihenfolge 


dem Tripel r,r', »" unmittelbar vorangeht, mit r*, r**, r*** dasjenige, das ihm unmittelbar 
folgt, während die Zahl k, bzw. k, die Stelle des Tripels 0, 0', eo" (bzw. r,r',r") in der 
erwähnten Reihenfolge angibt. Die Orthogonalvektoren 5 sind wiederum Partikular- 
lösungen des elastischen Problems und ihre Gesamtheit bildet ein in (X, 0) gleichfalls 
vollständiges System. Gegenüber dem System der Si bietet das System der 3 eben den 
Vorteil einer bequemen Anpassung an die Randbedingungen. Setzt man nämlich die 
Reihenentwicklung 9 = IQ, r'r" Ir,r,r" an und führt hieran unter Beziehung auf die oben 
eekennzeichnete Verwendung der geschweiften Klammern beiderseits die Rechenoperationen 
| Irr,r"qQ} aus, so erhält man mit den obigen Beziehungen (6) die Koeffizienten «,,r,r- und 


dies führt zu der Darstellung 
er, 


= I 3er Br M])do. . 222.2. 8), 
(r, , - em 1 V 


wenn man mit \ den dem Versehiebungsvektor q entsprechenden Spannungsvektor, mit 
dw ein Element von O bezeichnet. Der Herleitung der Reihendarstellung (8) liegt die 
Voraussetzung zugrunde, daß der Reihenansatz für q in (X, O) gleichmäßig konvergiert, 
da sonst die mit dem Symbol { } bezeichneten infinitesimalen Operationen nicht zulässig 
sind. Der Konvergenzbeweis für die Reihe (8) in einem inneren Punkte von (X, O) bildet, 
rein mathematisch betrachtet, den zentralen Teil der Bergmannschen Arbeit. Aus ihm 
ergibt sich leicht auch die gleichmäßige Konvergenz in jedem ganz im Ionern von X 
liegenden Teilbereich. Und nun folgt der letzte formale Schritt, nämlich die Trans- 
formation des Ausdruckes (8) auf das System der Vektoren &. Mit (7) wird 
(pp, 0) = (nr, r“) 


(r, RE Su "en 
IAE Ir, r'r" U |do = u. ie Ir, r' u: = > 5 Age ‚ IN, p', o“ a}. 


Er 
(op, 0',5")=(1,0,0) 


Setzt man dies und die Reihe (7) in die Reihe (8) ein, ordnet sie nach den Funktionen 
X und geht dann zur Grenze für lim m— &® über, so erhält man die gesuchte Darstellung 


(r,r‘,r*) = (m, m‘, m“) 


I — — lim > er IF [Ei YA 2 


m > 





, 
(e.r,r”) (1,0,.0) 
worin 
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j u / 
(m, m’, m”) (m, m’ m*) \ 


m") N 7 (o,p'‘,p“) Bd, 0, o")I& (o,p',p‘ (po, p',p") N 

Y Ey nr ‘ 

— Tr. r. y“ / # 0,0 Si, Er Ü + fj r. r r" Oo, 3 0 So, 1, 0 
(D, 0 , 0") = (Tr, r; r-7 (0, . , no” = (r, 1 ” 


‘ u 
(m, m’, m“) m, m, m 


(o u, 0) (n. 0'.0 ) A (o n' 0 “) (9 DD’: ) 
. a , t FL | L) ’ N aırr P 9 r 4) , ä % i 
” 2 | rn," 70,0,1 00,14... 7 nr" Irr,r“ Sr, ı 
(od, p',p')=(r,r'.r" (0, 0‘, 0") = (r,r',r“) 


(m, m‘, m“) 


(0, BD”, 6”) (D, n', 0") % 
2; rg. / ri ryrr Sr, rrt, pri + ... + 
2 | ’ , , , 


(0, 0’. 0“) — (r*, yr y rk 


(m, m’. m“) 


(r r ur (> . „uN\ (n ' u\ 7) 
\DPP,p ) u. N „nn, m mn,nm, m 

pr je u Yo 00 000 FO, 1700 7,000 4 2 ur i y\ ) : Sm, m’, m’ 
vr, / a ’ ’ nr. r mn,m,m ’ ’ 


5.0, D ) (m, mir „.00) 


Die beiden letzten Formeln liefern die Lösung des Problems. Als besondere Vor- 
teile dieser Lösung sind folgende Punkte hervorzuheben. Erstens gibt sie ein explizite 
ausgedrücktes Verfahren zur Berechnung der verlangten Größen, womit die Möglichkeit 
der Erlangung praktisch verwertbarer Resultate in greifbare Nähe rückt. Zweitens sind 
die zur Anwendung kommenden Funktionen sehr weitgehend tabuliert worden, womit die 
Möglichkeit einer rechnungsmäßigen Beherrschung des Problems weiter unterstützt wird. 
Drittens haben wir es hier mit einer Folge von Approximationen zu tun, deren charakte- 
ristisches Kennzeichen darin besteht, daß jede Näherung in dieser Folge eine Lösung ist; 
dieser Umstand ist aus dem Grunde sehr wichtig, weil die Randbedingungen bei elastischen 
Problemen der Praxis nicht immer exakt gegeben bzw. bekannt sind, so daß die gesuchte 
L,ösung sehr wohl unter den Näherungen enthalten sein kann. Hierin liegt ein sehr 
vorteilhafter Unterschied gegenüber dem Ritzschen Verfahren, bei dem die Näherungen 
zwar den Randbedingungen genau entsprechen, aber die Bedingungen im Innern nicht 
genau erfüllen. 

Zu bemerken wäre noch, daß der dem Verfahren zugrunde liegende Satz von 
Bergmann über die Approximation räumlicher Potentialfunktionen durch harmonische 
Polynome, zunächst gültig nur für konvexe Körper, kürzlich auf den Fall von nicht 
konvexen Körpern verallgemeinert worden ist!). Diese Verallgemeinerung kommt selbst- 
verständlich auch dem oben dargelegten Verfahren zugute. 

Dieses Verfahren erfährt naturgemäß eine beträchtliche Vereinfachung, wenn die 
Verschiebungskomponenten von einem Potential ableitbar sind, das selbst biharmonisch 
ist. Dann genügt es, eine Entwicklung der oben dargestellten Art für das Verschiebungs- 
potential anzugeben. In dieser Weise lassen sich zwei wichtige Spezialfälle des elastischen 
Problems behandeln, der kreissymmetrisch belastete Rotationskörper und eine zu ihrer 
Mittelebene senkrecht belastete dünne Platte. Bezüglich der näheren Durchführung sei 
auf die Originalarbeit verwiesen. 

Eine Reihe sehr interessanter Beiträge zum dreidimensionalen elastischen Problem 
verdankt man P. Burgatti. Zunächst sei hier über das folgende von ihm behandelte 
Problem berichtet. Ist der Vektor X die gesamte Spannung an einem zum Einheitsvektor 
! normalen Flächenelement in einem nur der Wirkung von Öberflächenkräften unter- 
worfenen elastischen Körper, so möge dort die Differentialgleichung /S& = konst. gelten, 
und es wird nach der allgemeinsten damit verträglichen Verschiebung (u, v, w) gefragt ?). 
Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet das von Beltrami herrührende Gleichungs- 


vstem 3) 


P u; R . 
2 (+ u) 0? O9 2(A+ u) 3 Oo) 


AX, = — JY, = — 
' 3/+2u 0x? 3A+2u OyVOz 
it entsprechenden Beziehungen für die anderen Komponenten des Spannungstensors, 
obei © die Invariante X. + Y,+ Z. bedeutet. Ordnet man den Einheitsvektor f der 


Achse zu, was die Allgemeinheit der Untersuchung nicht beeinträchtigt, so kann die 


I, 1. L. Walsh, The approximation of harmonic funetions by harmonie polynomials and by 
monie rational funetions, Bulletin of the American Mathematical Society, Juli bis August 1929. 
3), P, Burgatti, Sopra una soluzione molto generale dell’ equazioni dell’ equilibrio elastico, 


‘end. R. Ace. di Bologna 1923. 
3) Siehe Love-Timpe, Theorie der Elastizität, 1907, S. 159, Gl. (30) und (31), S. 160 und 161. 


rzeichendifferenzen erklären sieh dureh Definitionsverschiedenheit. 
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obige Voraussetzung in der Form J/(X,i1+ Y,j+ Z,P) = konst. geschrieben werden, was 
mit dem Gleichungssystem AX,— konst., JY,—konst., JZ,= konst. gleichbedeutend 
ist. Mit den obigen Beltramischen Gleichungen führt dies auf 

= (ax +by+c)z2+'",m2’+f(x,Y), 
worin a,b,c, m Konstanten sind und f eine noch willkürliche Funktion bedeutet. Nun 


folgt aber aus unseren Gl. (3) 
) 


3A + 2u 
Setzt man hierin den für © gefundenen Ausdruck ein und bedenkt, daß div (u,v,w) stets 
harmonisch ist'), so sieht man, daß auch die Funktion f (x,%) der Forderung 

ITf(a,y) + im (x? + 9%?) = 0 
genügen muß. Die in der eckigen Klammer stehende Funktion werde mit fz (x, %) be- 
zeichnet, die zu ihr konjugierte Potentialfunktion mit fı (z,%). so daß also zwischen fı 
und f» die bekannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen bestehen, wonach 
fi bis auf eine Konstante bestimmt ist, wenn fa gegeben ist. Damit ergibt sich 


div (u, v, ww) ), 


gerad f(x.yY)= — rot (hd — "rmlzi+y)). 
Die Gleichungen des elastischen Gleichgewichts lassen sich bekanntlich in der Form 
(A 2 4) grad div (u, v, w) u > rot rot (u, Ü, ©) —=0. . . . . (9) 


schreiben ?). Hierin setze man für div (vw, v, w), © und grad f(x, %yı die oben angeschriebenen 
Ausdrücke ein. Eine elementare Integration führt dann auf 


A+92u 


rot (u,v, w) = (ht ba —y)— ymz+oj)]i 


„“ 3 RA - Y [2 

— 'hla(z? — 2) +xz(mz-+c)]j+ gradyı!, 
worin /ı eine willkürliche harmonische Fanktion ist. Schreibt man nun den lohalt der 
geschweiften Klammer in der letzten Gleichung in der Gestalt fi f— v-+- grad yı, setzt 


man ferner 
x? + y? 


le (ac+byz?’ (mz-+ c) — la +tby)?+Z=Yy, 


worin Z eine Funktion von z allein ist, definiert man endlich den Vektor u = aı (x, %y) i 
+ 20 (x, Y)] durch die Differentialgleichungen 


rotu=fı f dvu=f, 


so läßt sich die Gleichung für rot (x, ®, ıw) mit 


„+2 u 


w—-ui+vjtuet— (u— gfP) 


u(3A+ 2 u) 
in der Gestalt ro! WW — grad y 
schreiben, wenn man (+2) yı =u(3A+ 24)y setzt. 
Mit dem obigen Wert für die div (vw, v, ww) erhält man jetzt 


A +2u ;.earme M L/ a ’ 
ey) + (e’+Yy?”) — 


a 
7 wegpiieey 2 A+r2u 


divw= - (ax +by)2z— z\| 

J 
Setzt man endlich 

w= grad y +rott= grad y + wı, dvw, —=(, 
so ergibt sich aus den Ausdrücken für divw und rotw 
ee ER /. « 2 u F +3 u f(x, N + Mm (a FR E. + u (a 2 -by)z— 2 
udA+2ı)|LA+2 u 2 y A+2u E 
rot rott—=grady. 

Die letzte Gleichung zeigt, daß der Vektor w, harmonisch sein muß, da y eine willkür- 
liche harmonische Funktion ist. Damit folgt für die gesuchte Verschiebung 


’ +2 
utl+vj+ uf zer BE f) + grad w + w,, 


u) +2 u 


DD 


Siehe Love-Timpe, ]. ce. $ 92. 

Siehe Love-Timpe, l.e. S. 158, Gl. (21). Hierbei ist zu beachten, daß Love rotr(u,v, u 
war; ı) v® 

al usw. schreibt. während in unserer Schreibweise der Faktor !, fortfällt. Vgl. hierzu 
Ooy 02% 


1) 


übrieens M. Planck ] e S 13. 
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| ;orin w durch die Gleichung für Jw definiert ist. Damit ist eine Formel erhalten, die 
|  Spezialfällen auf die Lösung wichtiger Aufgaben führt. Als Beispiel führt Burgatti 


ie Herleitung der allgemeinsten Saint-Venantschen Deformation aus seiner Formel an, 
orauf wir hier jedoch nicht weiter eingehen wollen. 


Wie bereits aus den obigen Ausführungen zur Bergmannschen Arbeit hervor- 
ehen dürfte, macht die Erfüllang der Randbedingungen beim elastischen Problem, wie 
ı bei jedem Randwertproblem, die Hauptschwierigkeiten der Aufgabe aus, während die 
ir das Innere des Körpers geltenden Differentialgleichungen verhältnismäßig leicht lösbar 
ind. Da diese Gleichungen an die gesuchten Funktionen sehr allgemeine Forderungen 
tellen, so kann man der Lösung sehr verschiedenartige Gestalt geben, und es ist ohne 
veiteres klar, daß man hierin häufig eine Handhabe zur erfolgreichen Behandlung der 
Randbedirgungen haben wird. Eine sehr elegante und einfach gestaltete allgemeine 
Lösung des elastischen Problems gibt Burgatti in einem Akademiebericht von 1926 ') 
an, der folgenden Inhalt hat. 


Bezeichnet man wiederum mit f den Einheitsvektor der z-Achse, setzt man in (9) 
die Koeffizienten +2 u und u gleich b? bzw. a?, definiert man ferner die harmonische 


0) ® ; .. . \ 
Funktion @ durch die Gleichung div (vw, v, u) — a?“ _, so geht (9) über in rotrot (u,v, ) 
rot [b’ grad q, f], woraus nn. 
rot (u, v,w) = b? [grad g, fi + grad f 
iolgt, wenn man auch mit f eine harmonische Fanktion bezeichnet. Nun gilt aber einer- 


@ E 2 [(@) 
seits ” — div (y f) und andererseits x 


O2 U 


— div(z grad y), also kann man schreiben 
‘ ) . f / “ « . “ \ 
div (u,v, w) = a? - — div | (a — b?)zgradg +", (a? +b°’)y f| A, 
U2 


Ganz analog gilt weiter einerseits [grad q,f] — rot (yYf) und andererseits [grad y, f] 
- — rot(zgrad y), daher kann man schreiben 


rot (u, ©, ww) — grad f=b?[grad 9, fl = rot [!/, (a? — d?)zgradg +", (a +dY)gyEl (ıı). 


bezeichnet man den im Innern der Klammer in den beiden letzten Gleichungen stehenden 
Vektor mit rt, so wird nach (10) und (11) 


divui+vjtuf—_n)=0, rot (wi+evj+-wf—r)=grad/, (Jf=0). 


Ip 


Setzt man fe. mit Jw= 0, so erbält man in Analogie zum ÖÜbigen die Gleichung 


UZ 


srad / = rot |grad w, f]; damit wird 
ui+vj+wf—r-— [grad w, f]— grady mit Jy=0 
ler endgültig 

ui+rj+wf='", (a? —bY)zgradp + ",(a +bY)yfi+ [grad w, fl + grady, 
worin 9,» und % harmonische Funktionen sind. In gedrängter Form lautet die letzte 
Gleichung | 

ul+vj+twf=!,la —bY)zgradg + (a +d)gt+3. . . (2), 
worin 3 ein harmonischer Vektor mit verschwindender Divergenz ist. 

In ähnlicher Weise wird noch eine andere Darstellung des Verschiebungsvektors 
hergeleitet, doch beschränken wir uns hier auf die Wiedergabe des Endresultates. Wir 
'irfen dies um so mehr tun, als man sich durch Einsetzen der folgenden Lösung in die 
:rundgleichung (9) von der Richtigkeit dieser Lösung leicht überzeugen kann. Sie lautet 


2 
vi+vjtut='(a?—b?) . gradf + "la? +bY)rgp + [grad w,r/+ grad y. 


'ierin ist vr der Ortsvektor eines Punktes ?,r= tr, ferner sind g und w harmonische 
“unktionen, während 


Ay=— Ir(a?+3bY)y. 
ie einfache Anwendbarkeit der Lösung (12) wird am bekannten Beispiel des von einer 
bene begrenzten Körpers?) vorgeführt. Weitzre auf die gleiche Formel (12) bezügliche 


'), Sopra due utili forme dell’ integral generale dell’ equazione per l’equilibrio dei soltdi elastiei 


tropi, Mem. RR, Acc. di Bologna 1926. 
?) Siehe Love-Timpe, l. ce., S. 272 bis 280. 




































































. . j £ N u ?tschr. f. angew, 
188 Malkin, Neuere Arbeiten auf dem Gebiete der Elastizitätslehre Math. und Mech. 





Beispiele sind in einem anschließenden Akademiebericht') mitgeteilt. Hier behandelt 
Burgatti das Plattenproblem von Clebsch, das dadurch charakterisiert ist, daß für die 
ganze Platte ,— Y,=Z.—=0 ist, wenn die Achse der Platte zur 2-Achse genommen 
wird, und das Zylinderproblem von Saint-Venant, dadurch gekennzeichnet, daß in 
ebenen Schnitten parallel zur Zylinderachse zu dieser parallele Schubspannungen über- 
tragen werden. In beiden Fällen gelangt Burgatti schnell und elegant zum Ziel. 
Schließlich wird noch gezeigt, daß man unter geringer Modifikation der Formel (12) zur 
allgemeinen Lösung des elastischen Problems für den Fall gelangt, daß am Körper kon- 
stante parallel gerichtete Massenkräfte angreifen. Hierzu hat man nur in 


3 —[grad w, f] + grad y 
die Funktion y nicht als harmonisch, sondern als Lösung der Poissonschen Differential- 
gleichung Ay=cz 
anzusehen. 


2. Zur Lösung der zweidimensionalen Probleme der Elastizitätstheorie. 
Eine wesentlich engere Aufgabe, als die vorangehend behandelte, dafür aber mit praktisch 
unmittelbar verwertbarer Lösung, wird von N. Muschelisvili in einer Reihe von Ar- 
beiten behandelt?). Sein Verfahren schließt sich in gewissen Punkten an frühere Unter- 
suchungen von Kolossoff°), Almansi*) und Boggio°’) an und ist nicht nur auf einige 
Fragen der Elastizitätstheorie, sondern allgemein auf Randwertaufgaben sowohl der har- 
monischen, als auch der biharmonischen Differentialgleichung in der mathematischen 
Physik bei sehr verschiedenen Randbedingungen anwendbar. Während die erste in der 
Elastizitätstheorie beispielsweise beim Torsionsproblem auftritt, stößt man auf die letzte in 
der Plattentheorie beim ebenen Problem (ebener Verzerrungszustand und verallgemeinerter 
ebener Spannungszustand nach der Terminologie von Love) usw. Für die Anwendbarkeit 
des Verfahrens im zweiten Falle muß allerdings vorausgesetzt werden, daß der ebene 
Bereich, für den die betreffende Randwertaufgabe gelöst werden soll, mittels einer 
rationalen Funktion auf den Kreis konform abgebildet werden kann. Den Ausgangs- 
punkt bildet das Studium gewisser Eigenschaften der Integrale von der Form 


x 1 2 ; $) Ey 
D(d) I N 
Zzni, e—-c 
worin {= &-+.n ein Punkt der komplexen {-Ebene mit dem $7-Koordinatenkreuz, JR.” En j, 


y der Einheitskreis der {-Ebene, Z’ ein veränderlicher Punkt auf dessen Peripherie und 
/(#) eine reelle Funktion des Kreisbogens $ ist. Das Integral ®(l) ist offenbar mit 
dem in der bekannten Cauchyschen Integralformel auftretenden verwandt, wo an Stelle 
von f(9) eine analytische Funktion steht. Das Integral (13) besitzt nun folgende 
fundamentale Eigenschaft: wenn zwei Integrale von der Form (13) für die Funktionen fı (9 
und / (%) in jedem Punkte { innerhalb des Kreises 7 einander gleich sind, so ist auch 
fı (9) = fa (9) für jeden Wert von %. Ferner verwendet Muschelisvili noch folgende 
Formeln. Ist /(&) holomorph (d.h. eindeutig, endlich und stetig) im Innern einer ge- 
schlossenen Kurve Ü mit Ausnahme eines einzigen Punktes a, wo /({) einen Pol mit 
dem Hauptteil 
An An] a 


„ =. u 


7} y — 
G—a) (5 — a)" s-a 


besitzt, so läßt sich aus dem Uauchyschen Satz herleiten 


1 (ed) y u > 
r dg = TI) — — BEN. 3. . . . (14). 


“ı ” n “ 


nı IJ)V’ —{ (E— a) 5 ajr! ca 


An An] a 


!) Sopra una notevole espressione della deformazione d’un solido elastico isotropo, Mem. 
R. Ace. di Bologna 1927. 

2) Eine zusammenfassende Darstellung bietet die Monographie »Applications des integrales ana 
logues ü celles de Cauchy A «quelques problömes de la physique math@ematique«, Tiflis 1922. 

3) G.Kolossoff, Ueber einige Figenschaften des ebenen Problems der Elastizitätstheorie, Ztschr. 
f. Math. u. Phys., Bd. 62, 1914. 

*) E. Almansi, Sulla ricerea delle funzioni poli-armoniche, Rendiconti del Circolo Mat. di Pa- 
lermo, T. XIII, 1899. 

>) T, Boggio, Sull’ equilibrio delle membrane elastiche piane (Atti della R. Ace. delle Seienze 
di Torino, vol. XXXV, 1900). 
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‚nalogerweise gilt, falls f(£) im Außenraum einer geschlossenen Kurve C holomorph ist, 
‚it etwaiger Ausnahme des Punktes [= », wo f({) einen Pol mit dem Hauptteil 


An e + An-1 Aa +... 7 aı{ + % 
‚aben möge, die Formel 
1 fi (£ na; on on u. ( ns 
[ -IdG =a$6"+a-13"T+...+a$+a .. . (15). 
aue. — 


> > 
{ 


Diese einfachen Sätze können nun zur Lösung der oben gekennzeichneten Rand- 
wertaufgaben folgenderweise verwertet werden. Die Randwertaufgabe der harmonischen 
Differentialgleichung in sehr allgemeiner Gestalt verlangt die Ermittlung einer im Innen- 
bzw. Außenraum der Kurve (© harmonischen Funktion, einer Funktion U also, die dort der 


Gleichung 
U JO? UV 
me... rer 
x Oy“ 
senügt, mit der Maßgabe, daß sie am Rande C die Bedingung 
OU ‚U . 
a (s) > b(s) tele) Er. Hu an A 


erfüllt, worin a(s), b(s), c(s) ah = ER Funktionen der Bogenlänge s von C sind. 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (A) kann in der Form 


2U=gı (2) + Qı (z) 
dargestellt werden, worin 9ı (2) zunächst eine willkürliche analvtische Funktion und 
Y, (z) die zu ihr konjugierte Funktion ist. Damit geht (16) über in 
(a+idb)gı ()+la—id)gı (2) +elg:ı (2) + yı ()] = 2 f. 
Nehmen wir an, daß z2— » ([) die Funktion ist, die die konforme Abbildung des in Frage 
stehenden, durch C berandeten „Bereiches der z-Ebene auf den Einheitskreis der [- Ebene 
leistet, und setzen wir g9ı [® (Ü)]—= g (Z), so geht unsere durch (A), (16) ausgedrückte 


Aufgabe in die Forderung über, eine innerhalb des Einheitskreises holomorphe Funktion 
9({) zu ermitteln, die auf dessen Peripherie der Randbedingung 

AM Hi), +ANla id)! N + +4 ))=2f . (ir) 
genügt, worin ”—=°'-+in' einen Peripheriepunkt bedeutet, A(T) — und also 


I ,%) 


wo (N 
u 1 . = . A 
Al) = —=———. Unter der Voraussetzun daß die Größen a, 5b, e rationale Funktionen 
’ , ) 
I, 
wo (<£) u. 
der Koordinaten ®, n' sind, kann man mit 2° —-[Ü+[, 2:27 = [%’—[’ schreiben 
DB, Od) Die,e) pe,o) 
a+rıb= ——, a--ib- i = a 
D, ker, e) D, (d, g p, er © 


worin allgemein ® (x, y), ‘I’ (a, y) usw. Polynome in x, y sind, aus denen man die Poly- 


nome D (x, Yy), (ce. y) usw. dadurch erhält, daß man in ihnen die Koeffizienten durch 
deren konjugierte Größen entsprechend ersetzt. Da c reell ist, so sind I und ‘P, gleich 
falls als reell für jeden Punkt [{’ von y zu betrachten. Für die Peripheriepunkte von y 


eilt !=eri?— 1/0. Berücksichtigt man dies alles, so nimmt die Randbedingung (17) 
die Gestalt an 


POASTO+HONAEH) FF TON +T(5)|=2n@ (19 


ID ıY 


1 . } . 7 (=) . . 
lierin sind P, Q, R rationale Funktionen von der Form -_,, wobei 'F ein Polynom 
5 


bedeutet. Auf Grund der oben bezeichneten fundamentalen Eigenschaft der Integrale 
on der Form (13) geht die Gl. (18) weiter in 


) 


JPOAODTO+q DATE) FRONT + FEN 


‚ber, worin { ein Punkt innerhalb des Einheitskreises y ist. 
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Die Integration der letzten Gleichung ergibt auf Grund von (14) und (15) 


u “ ,%“ y. l 2 Na - 
P()A()g O+RMyO=-, | iR & BEE 374 SUR 


Tı 
Tr 


worin ® (/) eine rationale Funktion ist von der Form 


> > 


&D u; ( Fanııt ; Dr. m 
= ann + u >... + Ccıs + +. 17 Cm 5) 


N 
i 
- >) 


wenn man mit m und n gewisse ganze Zahlen bezeichnet, die die größte Ordnungszahl 
der rationalen Funktionen P({), Q(Ü), R({) nicht überschreiten, wobei unter der Ord 
nungszahl einer rationalen Funktion die größere der beiden Ordnungszahlen von Zähler 
und Nenner verstanden wird. Die Koeffizienten C-,„, C-u+1, +. (0, 15»: . (m sind folgender- 
weise gebildet. Denkt man sich die Funktion 9 ({) in eine unendliche Reihe 


1 (= = h+ißp + lm +iß)T + (le + i Pa) Di, ;, 
entwickelt, so sind die Koeffizienten C_„n,... Cm Linearkombinationen der Größen «9, ?», 
3 Bis: %, Pr mit bekannten Koeffizienten, wobei k die Größe p+ 1 nicht überschreitet, 


wenn man mit p die größte unter den Ordnungszahlen der Funktionen P(l), Q(d), R(Ü) 
bezeichnet. 

Setzt man die rechte Seite von (19) zur Abkürzung gleich F ({), so findet man 
durch elementare Integration 


F (£) 


ADPUO 


ef ROd% RAUS 
"So 11% = J PA)AG u 
| "u GE; 


u 


Hierin bezeichnet C eine noch unbestimmte Konstante, wäbrend {, ein willkürlicher 
Punkt ist, der im Innern von y liegt und nicht mit den Polen der zu integrierenden 
Funktionen zusan menfällt. Diese Formel enthält linear eine Anzahl von Konstanten, und 
zwar (Ü, @&,, &ı,... 0%, Pos Piz»: Pu, und es handelt sich jetzt darum, diese Konstanten 
zu bestimmen. Dies geschieht in folgender Weise. Die Lösung (20) muß überall im 
Innern von 7 holomorph sein. Sie könnte sonst nur von den Polen der zu integrierenden 
Funktion herrübrende Singularitäten haben. Daher müssen die Konstanten zunächst der 
Bedingung entsprechen, daß der Ausdruck (20) in der Umgebung eines jeden der inner- 
halb von y gelegenen Pole der Funktion 1:[P(Z)A(Ö)] sowie in der Umgebung von 
Ü=-0, der möglicherweise ein Pol von R({) ist, holomorph bleibt. Beispielsweise sei 


C—=.a ein innerhalb von y gelegener einfacher Pol der Funktion R(Z):[P(&)A(Ü)] und « 
das ihm entsprechende Residuum. Dann gilt in der Umgebung von a die Entwicklung 


[ Ri dg 
ra) " ; a 
e-w ae 6 —— 4)” Y ($ u 
worin } eine ganze Potenzreihe bezeichnet, die für {= nicht verschwindet. Damit 
ergibt sich nach (20) die Entwicklung 


Ida Bl [Cl +C" + Cd — art + Car (ati...) 


worin C’ und die (;, (= —I|, —!+1!,...), l.inearkombinationen der Konstanten c_,,. 
C„ und somit also auch der Konstanten %, Po, -.-. “x, Pr sind, während ! eine gewisse 
ganze, nicht negative Zahl bedeutet, die kleiner ist als die Ordnungszahl des Poles a der 
Funktion F(I):[P(D)A(TÜ |, und Pı zu PB rezipıok ist. Wenn « ganz ist, so kann auch 
ein logarithmischer Term von der Form C"In ({ — a) hinzukommen, worin C” wiederum 
linear ist in @,... P«. Setzt man die Größen C-,... C-ı, den Koeffizienten des loga- 
rithmischen Gliedes und, wenn « nicht ganz und negativ ist, die Größe C + €’ gleich 
Null, so erhält man ein System linearer Gleichungen für die Koeffizienten C, «&, Po, - - 
x, Pk 

Eine weitere Reihe von Gleichungen ergibt sich, wenn man (20) in eine Potenz- 


reihe entwickelt und die Koeffizienten von {£°, , &,...{* den Größen &-+iPs, 
“ +iPıy::. &%&+2Pr entsprechend gleich setzt. Auf diesem Wege gelingt es, die den 


Bedingungen des Problems entsprechende Funktion 9 zu ermitteln. 
Sehr wichtig sind die Anwendungen der Theorie der biharmonischen Randwert- 
aufgabe auf elastizitätstheoretische Untersuchungen. So läßt sich beispielsweise die 
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Kirchhoffsche argenäherte Plattentheorie ') mathematisch wie folgt formulieren: eine in 
einem gewissen Gebiet S biharmonische Funktion, eine Funktion U also, die dort der 
Gleichung Su U HU 
: » JJU= WE se ii 

Od x* Jaddy° )y* 
renügt, ist derart zu bestimmen, daß längs des Randes C von $ die Gleichungen 
OU i U 3 
— = U,(s), si FFRR ; 2 2° VEREINE : - ; 
Oox oMy j ’ i 

hi erfüllt sind, worin U,(s) und U,(s) gegebene stetige Funktionen der Bogenlänge s von © 

, darstellen °). Hierbei wird noch vorausgesetzt, daß, falls 5 unendlich ist, die Beziehungen 

“ei OU 1 OU 1 1 ! 

r- Ä = 0(-—), -=0(—), JU=0(-) iz A 

Ox Tr Oy ‚pr r 


gelten, worin r den Abstand des Punktes (2,4) vom Koordinatenursprung bedeutet und 
das Symbol 0 (1/r) bzw. 0 (1/r?) dadurch definiert ist, daß r-0 (1/r) bzw. r?-0 (1/r®) in 
Y der Umgebung des unendlich fernen Punktes beschränkt bleibt. 
t. Das Hauptanwendungsgebiet der Theorie des biharmonischen Randwertproblems in 
der Elastizitätslehre bildet aber die allgemeine Aufgabe über das ebene Problem (siehe 
oben), daß dadurch charakterisiert ist, daß in unseren Gleichungen (1) bis (5) w= 0 und 


- [3 
St 


(@ . .. [ ®* .. . ” * 
-—= (0 zu setzen sind, während am Rande, wie meist üblich ist, die Spannungen oder 


die Verschiebungen gegeben sind. In diesem Falle läßt sich die Lösung des Gleichungs- 
svstems (4) und (5) unter Zuhilfenahme einer Airyschen Funktion U wie folgt darstellen: 
O?U OU OU 
hd £ — Y, — - 4 4 = . . . . . # 
A: oy2’ d Oz?’ Y VOez0Oy (24), 
U. 3U +3 OU. 2(4+2u) 
[ zZuu= — + p zuv— — + 


0x A+ u Oy + u 


E42 (25 Fa 
| Die Funktion U ist, wie sich aus (24) auf Grund der sogen. Kompatibilitätsbedingungen 


| ergibt, eine biharmonische Funktion, während p und g durch diese Funktion in der Weise 


z 
mitbestimmt sind, daß p+ig= yı (2) = '!ı/fhı ()d2 und ı = Pre y)+Hin(z y). 
worin P= JU und Q die zu P konjugierte bis auf eine Konstante zu bestimmende har- 
monische Funktion ist. 
Was die Randbedingungen betrifft, so lassen sich die GJ. (5) mit den Werten (24) 

auf die Form 

d (U d (OU ’ 

Aa)" u 9 (5) > .. (#) 


r 


. E OU OU , 
bringen, woraus durch Integration die Werte von | und | folgen, so daß also, zunächst 
Ox Oy 


für den Fall vorgegebener Randspannungen, der Anschluß an das System (21), (22) er- 
reicht ist. 
Wie Goursat*®) zuerst nachgewiesen hat, kann jede biharmonische Funktion U mit 
der oben angegebenen Bedeutung von 9ı (2) in der Form 
U-Nlzgı(@)+ W, Er 
dargestellt werden, wenn man mit ® den reellen Teil einer komplexen Größe und mit 
»,(z) eine willkürliche analytische Funktion bezeichnet, eine Formel, die Muschelisvili 
sehr einfach und elegant herleitet. Aus ihr folgert man mit ıp,' (z) = wı (2) 
U ,ouU : “ OU. .OU * ) 
\ =vı%+z2ı@)+Pı(), ri = Yı (2) +2 9ı (2) + 9ı (2) (26). 


Ip Iy x Oy 


}) Siehe Enz. d. math. Wiss. Bd. IV, 25. Nr. 14b (Artikel von O. Tedone und A. Timpe). 

?2) Die Randbedingungen (22) beziehen sich auf den Fall einer Platte mit eingespanntem Rand. 
Bei freiem oder gestütztem Rand gelten selbstverständlich andere Randbedingungen, doch bleibt das 
erfahren auch dann anwendbar. So untersucht A. J. Lurie, Leningrad ı927, den Fall einer Platte 
nit gestützten Rand im Rahmen der Methode von Muschelisvili. 

3, Die Formeln (25) beziehen sich auf den ebenen Verzerrungszustand. Bei der Anwendung auf 
len veralleemeinerten ebenen Spannungszustand (s. Love-Timpe, 1. ce, IX. Kap.) muß die Größe / 

2 ,u 


lurch / = - ersetzt werden 
A+2u 


1) E. Goursat, Sur l’&quation JAu= 0, Bull. de la Soc. Math. de France, vol 26, 189». 
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Ist nun wiederum z — o ([) die rationale Funktion, die die gewünschte konforme Abbildung 
liefert und Ü = e'’ ein Peripheriepunkt des Einheitskreises y der {-Ebene, so ergeben sich 
mit w (L) = wı [o (U), (= Yı[® ({)] aus den letzten zwei Gleichungen auf Grund 
von (22) die >» Randbedingungen 


oo! 
a ( Bi 


vl) + NH N) =Ur—iU, YiÜ)+ N) +I N) =Ur+iU, (27). 
() (& ) w' (2) 
Sind aber am Rande nicht die Spannungen, vorgn die Verschiebungen « und v gegeben, 
so ist nach (25) und (26) mt k= — (+31): a + u) 
— 2u(u— iv)= ww, (2)+ ne (2) + kgı (z) (auf ©) 


als Randbedingung zu betrachten. Mit z= nd ) ergibt sich hieraus die entsprechende 
a am Einheitskreis in der Gestalt 


wre) ji 


PN) +) =—2ulu-+iv). 


w (d) ee“ wie 


Toy © Hkg(O)= — 2uw—iv), w(l)+ 
(0 (s = 


Hiermit ist, wie der Vergleich mit (27) lehrt, der Fall der vorgegebenen Randverschiebungen 
formal auf den der vorgegebenen Randspannungen zurückgeführt. 

Nun sei p({) irgendein Polynom, das weder im Innern, noch am Rande des Ein- 
heitskreises y verschwindet und ferner noch dadurch charakterisiert ist, daß die rationale 
Funktion o» ({) p ({) außerhalb von y, höchstens mit Ausnahme des unendlich fernen Punktes, 


keine Pole besitzt. Ist n der Grad von p({) und m die Ordnungszahl des Poles {= 0 


der Funktion p ( - ) o( - ) : o' (X), so wird 





1° . By Bn- B . 
P ( - v(s)= 4 er +...+ 5. +... innerhalb von y 
l : 1 m Am- 1 A, 
"Orl.)e(.):Q=% er 0 ee » >» .» 

| - . . 1 

p (9) v( - ) = B, "+ B.-ı ""!+...+B{+B +0 | :) außerhalb von y | (28). 
ig e \ WR 4 \ z 4 
()PORD:o(--) = Anl" +Am-1 "7 '+...+A1I4+40+0 (-) » » >» 

' 1 
r(.)r(2)=0(E) n u Tau 


Hierin sind die Koeffizienten A, B und deren Konjugierte A, B, wenn man für 9 und % 
die Entwickelungen 
IN, en trim)+ tim) Ht..., VOR +iı)+ pi H+iß)ü+... (288) 
ansetzt, elementar zu berechnende homogene lineare Kombinationen der Größen «), &, . 
Ami, &m+ı bzw. der Größen Po, Pos: +: Bus Du. 

Hiernach erhält man nach Multiplikation der Gl. (27) mit 

2mi S-öc 2ni ss —& 

Einführung von 1:{ für { (auf der Peripherie des Einheitskreises 7) und Integration 
längs y auf Grund der Gl]. (14) und (15) die Formeln 


FAR 1 By Bn B I1\o( y Am 1 
Odplz)- = Zn —,,. ET EhT U rry A —,...Z 
\ [ 4 E 4 ’ (5 d “ 
er re [ (Ur — i U,) p ld) de (29) 
nn .mi, pr: - . . . . . Da . 
— .— en T - - 
B.” + Bn-10""'"+...+B 6 + Bo + 4m "+ ...+A°+Ah+plÜ)y ld) 
1 (Dr uU)p (Ed) 
| ri Er .& 2 9 ME ° 
2 ni _ 


> [ 


Der Schlußteil der Aufgabe besteht jetzt dasin, die Größen « und ?, aus denen die 


Koeffizienten A und B sowie A und B gebildet sind, zu berechnen. Dies geschieht in 
folgender Weise. Da p ({)im Einheitskreis y nicht verschwindet, so ergibt die Auflösung 
von (30) nach 9 für diese eine in 7 holomorphe Funktion; mit dieser läßt sich auch (29) 
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nach w auflösen, und die erste Bedingung für die obigen Größen wird darin bestehen, 
daß w in der Umgebung des Punktes © = 0 holomorph bleibt und daß die Größen As,..., 


Ans Bor 5 Bay Ad,» 5 Am Boys. .., Bn in der Tat die Koeffizienten der Zerlegungen (28) 
darstellen, wenn man in die linken Seiten dieser Formeln an Stelle von g und w die für 
diese Funktionen gefundenen Ausdrücke einsetzt. Um diese Forderungen explizite aus- 
zudrücken genügt es, die für p und % gefundenen Darstellungen nach Potenzen von { 
zu entwickeln, was sehr leicht zu machen ist, da die darin vorkommenden Integrale sich 
sehr einfach zerlegen lassen, hierauf die ersten m + 2 Koeffizienten der Entwickelung 
den Größen x +i@/'(#»=0,1,2,..., m-+ 1) entsprechend gleichzusetzen und mit der 
Entwickelung für die Funktion Yw analog zu verfahren. Auf diese Weise erhält man durch 
elementare Operationen eine endliche Anzahl linearer algebraischer Gleichungen für 
die Konstanten &, @',...,Pn, Pn. Die zweite Bedingung besteht darin, daß w({) für alle 


im Einheitskreis liegenden Nullstellen von p (1/{) endlich bleibt. Es ist leicht zu sehen, 
daß auch diese Bedingung wie die vorhergehende durch eine endliche Anzahl linearer 
Gleichungen ausgedrückt wird. Eine dritte Bedingung endlich ergibt sich daraus, daß 
man im Falle eines endlichen Gebietes S 
9y0)=0, RI zo, 
i © (0) 
im Falle eines unendlichen Gebietes S mit den Bedingungen (23) 


gl)=0 Y()=0 
vorschreiben kann, da die Funktionen g und % nur bis auf gewisse Konstanten definiert sind. 

Mit der Ermittelung der Koeffizienten &, &,..., &m+ı, @m+13 Bo, Boy: + +» Pr, Pu sind 
die Funktionen @ und w und damit nach Gl. (B) auch die Funktion // gefunden, also die 
Aufgabe gelöst. Muschelisvili führt in seiner Monographie eine Reihe interessanter 
und lehrreicher Beispiele an, die die Leistungsfähigkeit seines Verfahrens darlegen. In 
diesem Zusammenhange muß noch erwähnt werden, daß er kürzlich sein Verfahren 
prinzipiell auch auf den Fall ausgedehnt hat, daß die Abbildungsfunktion 2 = w (Z) bei 
der biharmonischen Randwertaufgabe keine rationale Funktion ist!). Ein großes Hindernis 
auf dem Wege der praktischen Anwendung der an sich durchaus fruchtbaren Methode 
bilden freilich die erheblichen Schwierigkeiten, die dem Problem der konformen Abbildung 
an sich in jedem einzelnen Falle zur Zeit noch innewohnen. 

In einem kürzlich erschienenen Bericht?) geht Muschelisvili speziell auf das 
Torsionsproblem zylindrischer Körper ein, für das er mit Hilfe einfacher funktionen- 
theoretischer Operationen gewisse praktisch wertvolle Vereinfachungen erzielt. Formal 
wird das Torsionsproblem bekanntlich auf die erste Randwertaufgabe der ebenen Poten- 
tialtheorie für den Normalschnitt des zylindrischen Körpers zurückgeführt’). Es handelt 
sich dort nämlich um die Ermittlung einer analytischen Funktion 


Fe)=-D (zz, y)+iV (ay), 2=x-+iy, 
von der Eigenschaft, daß am Rande ( des Normalschnittes des Zylinders 
Fa, y)=:!( +y)+kont. - .». » 2.2.0.8) 
gilt. Nun bildet Muschelisvili den in Frage stehenden von ©’ umschlossenen ebenen 
Bereich vermittels der Funktion 
2-0) 
auf den Einheitskreis der [-Ebene konform ab und führt damit die Bestimmung der 
Funktion F'(z) auf die der Funktion /({) = F[o({)] zurück; die Randbedingung (31) geht 
damit in eine Randbedingung für die Funktion /({), der diese Funktion auf der Peri- 
pherie x des Einheitskreises zu genügen hat und die die Form 


RIO = "1 0(0) (0) + konst, 


besitzt, über, worin R den reellen Teil einer analytischen Funktion kennzeichnet, o den 
Wert von { auf y bedeutet und w»(6) die zu ®(c) konjugierte komplexe Größe ist. Jetzt 


I) Siehe seine Note »Sur l’int6gration approch‘e de l’&quation biharmonique*, Comptes ren(lus. 
t. 185, 1927, p. 1184. 

3) Zum Problem der Torsion der homogenen isotropen Prismen, Tiflis 1929; siehe auch seine 
Note Sur le probl&öme de torsion des ceylindres elastiques isotropes i. d. Rendiconti d. R. Ace. Rom 1929, 
3) S, Love-Timpe, 1. ec. S. 361 ff. oder Handbuch d. Phys. Bd, VI (1928), S. 144. 
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wird ein von H. A. Schwarz angegebener und im Bericht besonders einfach hergeleiteter 
Satz!) benutzt, der folgendes besagt. Wenn eine Funktion g ({) innerhalb des Einheits- 
kreises 7 holomorph ist und ihr Realteil auf y den Randwert V(o) annimmt, so ist bis 
auf eine additive, rein imaginäre Konstante 


an; 
. 


Y 
worin { einen Punkt innerhalb des Einheitskreises bezeichnet. In Anwendung auf die 
Funktion —if({) ergibt dieser Satz die Berechnung von f({) aus dem Integral 


do 


5) 
77 


vos 


NIT 


d=— Feel) .......6 


2nı, o-,; 


-- 
IV 
a 


Wenn die Abbildungsfunktion »({) bekannt ist, so ist die Berechnung der Funktion f({) 
nach (32) häufig sehr bequem. Ein interessantes Beispiel bietet der Spezialiall, daß die 


« .. 1 ” [ .. ” [ . . . . . . 
Größe » (6) o( eine im Einheitskreis eindeutige analytische Funktion von 0 ist, die 
73 


dort eine endliche Anzabl isolierter singulärer Punkte 0,, 09,..., 0, hat. In diesem Falle 
wird einfach 

D=i(Ah+A+..:.+A.rı), 
wenn man mit den Größen A die Residuen des Integranden von (32) hinsichtlich der 
Punkte 0 —= 06, = 1,2 „n) und o—{ bezeichnet. Hieraus ergibt sich unter anderem, 


yıayın 


daß, wenn ® (£) eine rationale Funktion ist, die Lösung des Problems mit Hilfe elemen 
tarer Funktionen erfolgt. 

Die Berechnungen gestalten sich besonders bequem bei Einführung einer bekannten ‘) 
besonderen Art von krummlinigen Koordinaten, die Muschelisvili übrigens auch in seiner 
vorangehend besprochenen großen Monographie verwendet. Den Kreisen eg =konst. und 
ihren Radien 9 = konst. ({ = ge”) der [-Ebene entsprechen in der z-Ebene zwei ortho- 
gonale Kurvenscharen e = konst. und ®=konst., die an Stelle der beiden Geraden- 
scharen x =konst., y = konst. zur Bestimmung der Lage eines Punktes benutzt werden 
können. Dies ist aus dem Grunde wichtig, weil nach der Berechnurg von f {) die Rückkehr 
zum x. %-System komplizierte Rechnungen ergibt. Beispielsweise erbält man für die resul- 
tierende Schubspannung in einem Punkt des Querschnitts im x, Y-System den Ausdruck 


T=-VX’=Y?=K Vi ” y) “ En > o)", 


Jr OYy 
worin K eine Konstante ist, dagegen ist unter Benutzung des bezeichneten krummlinig- 
orthogonalen Koordinatensystems 
r . (Dim (2) a (}) 
T=K | 
2 o @ (S) 


und dieser Ausdruck ist leicht und schnell berechnet, falls ® ({) und f({) bekannt sind. 


3. Ueber die Stabilität der rotierenden elastischen Welle. Während sich 
die vorangehend referierten Arbeiten auf allgemeine Fragestellungen der mathemati- 
schen Elastizitätstheorie beziehen, liefert eine Untersuchurg des Verfassers dieser Zeilen 
in den Mathematischen Annalen 1929°) einen im Sinne der analytischen Mechanik ge- 
haltenen Beitrag zu einer Speziaifrage des elastischen Problems, nämlich zu dem 
für die Maschinentechnik wichtigen Problem der rasch rotierenden Stäbe (» Wellen«). 
Gegenüber den in der technischen Literatur üblichen Darstellungen, die, zum Teil urter 
Zugrundelegung willkürlicher Voraussetzungen, die Stabilität eines rotierenden elastischen 
Stabes nur unter Berücksichtigurg von Störungen spezieller Art untersuchen, bietet die 
neue Arbeit eine strenge Behandlung der Frage im Rahmen der modernen Variations- 
reehnung im Anschluß an die bekannte Bornsche Preis- bzw. Dissertationsschrift*), deren 
Erweiterung auf rotierende Systeme sie darstellt. Ausgehend vom Hamiltonschen Prinzip 


I) H. A. Sehwarz, Crelles Journal, Bd. 47 (1872), S. 218 ff. 
“) Siehe z. B. A. Wangerin, Ueber das Problem des Gleichgewichtes elastischer Rotationskörper. 


Arch. f. Math. Vol. 55 (1873). 
3) Zur Stabilitätsfrage rotierender elastischer Stäbe. Mathem. Ann. Bd. 101 (1929). S. 1 ff. 


+, M. Born, Untersuehungen über die Stabilität der elastischkn Linie in Ebene und Raum. 
Göttingen 1906. 
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wird auf dem Wege über den Energiesatz das Stabilitätskriierium einer in zwei Lageın 
relagerten dünnen elastischen rotierenden Welle mit zwischenliegender zentrisch aufge- 
setzter Masse hergeleitet, das hier kurz formuliert werden soll. Hierzu führen wir folgende 
Bezeichnungen bzw. Festsetzungen ein. Die Welle sei auf ein ruhendes rYyz-System 
bezogen, dessen z-Achse mit der undeformierten Wellenachse zusammenfällt, jedes Element 


der deformierten Welle dagegen mit einem 7 Yz-System starr verbunden, dessen z-Achse 


in die Tangente des Elementes fällt. In undeformiertem Zustand ist jedes X yz System, 
von der Drehunrg abgesehen, mit dem festen wyz-Achsenkreuz identisch, in deformiertem 


Zustand dagegen ist die Lage eines X Yz-Kreuzes gegenüber dem XYz-Kreuz durch ein 
System Eulerscher Winkel d, g,% charakterisiert. Bezeichnet man mit s die Bogenlänge 
der gekrümmten Welle, mit —«a und + die noch unbekannten Werte von s für = 0, 
„=0,2—=0 (linkes Lager) bzw. =0,%9=0,2z=.a (rechtes Lager), worin a der Lager- 
abstand ist, mit ® die Winkelgeschwindigkeit der Welle bei gleichförmiger Drehbewegung, 
mit @? die Größe 4?—%°, worin ?, der polare und 2, der äquatoriale Trägheitsradius der 
aufgesetzten rotationssymmetrischen Masse M sind, mit m die pro Längeneinheit gemessene 


Masse der Welle (derart, daß m = 0 außerhalb von M, bei M dagegen gleich M : Naben- 
länge der Masse ist), bedeuten endlich Striche Differentiationen nach s, so ist mit A und 
Ü als Elastizitätskonstanten der mathematische Ausdruck der Frage nach den stabilen 
Zuständen der rotierenden Welle durch die Forderung gegeben, das Integral 


+ß 
% -/[% A (w”sin?9+9')+ "5, C(y’ +W 0089) — Yma+y?’—tsin?9) mw? ds (35) 


unter Beachtung der Nebenbedingungen 
x —sindsiny—=0; Y+sindcsv—=0; Z—cosd—=-0 . . (34) 
zum Minimum zu macher. 

Hierin bietet die Einführung der Eulerschen Winkel nicht nur den Vortei), daß 
sich höhere Ableitungen der Koordinaten &,y, z nach s den Forderungen der Variations- 
rechnung gemäß aus V eliminieren lassen, wesentlicher ist die Tatsache, daß mit Hilfe 
dieser Funktionen die Aufgabe formal auf das bekannte Problem des symmetrischen 
Kreisels zurückgeführt wird, was, nebenbei bemerkt, einen Beleg für die von Kirchhoff 
festgestellte kinetische Analogie zwischen dem eindimensionalen elastischen Problem und 
dem Kreise!problem liefert. 

Zunächst ergibt sich aus der Gestalt des Integrals V- folgender wichtiger Satz: 
Wenn 2?’=0 ist, d. b. wenn /, und /, und somit die Trägheitsmomente von M 
hinsiehtlich aller Schwerpunktsachsen einander gleich sind, so üben diese 
Trägheitsmomente auf die Stabilitätsverhältnisse der Welle keinen Einfluß 
aus. Diese Voraussetzung wird der ganzen Untersuchung zugrundegelegt, da sich sonst 
ungeheuer komplizierte Rechnungen ergeben. 

Die aus (33) nebst (34) in üblicher Weise abzuleitenden Euler-Lagrangeschen 
Differentialgleichungen, die nichts anderes sind, als die Differentialgleichungen der Extre- 
malen des Problems, d.h. der Kurven, die sich aus dem Verschwinden der 1. Variation 
von V” ergeben (entsprechend dem Verschwinden der 1. Ableitung bei den Maxima- 
Minima-Aufgaben der Difierentialrechnung), müssen zur Durehführung der Integration auf 
ein anderes Koordinatensystem (£,7,£,0,y,w) transformiert werden, das dadurch definiert 
ist, daß die [-Achse mit der Zentralachse des Systems zusammenfällt, d.b. mit der zur 
Richtung der resultierenden Kraft parallelen Geraden, die die Eigenschaft besitzt, daß bei 
der Verlegung der bezeichneten Kraft in diese Gerade auch der resultierende Momenten- 
vektor die gleiche Richtung erhält, wenn beide Systeme äquivalent sein sollen. Da die 
Kraftsysteme beiderseits von M voneinander verschieden sind, so sind auch die Zentral- 
achsen für beide Wellenhälften voneinander verschieden. Folglich werden die konstanten 
Parameter in den Gleichungen der Extremalen an der Stelle der Masse M einen Sprung 
erleiden müssen. Die Integration der Differentialgleichungen, die laut Obigem auf die 
des Kreiselproblems zurückgeführt erscheinen, löst sich nach Lagrange in eine Reihe 
von Quadraturen auf, die hier ohne weiteres aufzustellen sind, da die die Bewegung des 
(rebildes gegenüber der ruhenden Elastika (für die ja zunächst die kinetische Analogie 
überhaupt gilt) zum Ausdruck bringende Größe w, wie sich zeigt, nur den obenerwähnten 
Sprung der konstanten Parameter verursacht. Die Lösung ergibt sich in der Gestalt 
eines sehr komplizierten Gleichunrgssystemes mit 17 Parametern, von denen nur 12 von- 
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einander unabhängig sein können. Nach Elimination der überzähligen Parameter erhält 
man aus der linksseitigen Transversalitätsbedingung (diese besagt, daß das Minimum von 
V, falls es existiert, auch gegenüber den Variationen als solches bestehen bleibt, bei 
denen das linke Ende der Kurve auf der mehrdimensionalen Fläche z=0, y=0, 2=0 
des s2yz®g w-Raumes wandert) die für ©—0, y=(0, 2—=0 zu erfüllenden Randbedin- 
gungen. Auf diesem Wege ergibt sich im eben bezeichneten siebendimensionalen Raume 
eine sechsparametrige Extremalenschar, in der auch die Lösungen für verschiedene o- 
Werte enthalten sind, die die Beharrunrgszustände der rotierenden Welle kennzeichnen, 
Diese Lösungen findet man natürlich dadurch, daß man auch die rechtsseitigen Rand- 
bedingungen an der »Hyperflächee z=0, y=0, z=a erfüllte. Die erwähnte, die 
Lösungskurven umgebende sechsparametrige Extremalenschar spielt nun für die Beurteilung 
der Stabilität eine entscheidende Rolle, wie gleich näher erläutert wird. Diese Schar 
besteht aber noch laut obigem aus zwei infolge des Sprunges bei M unzusammenhängen- 
den Hälften, und es handelt sich daher zunächst darum, die Parameter der rechten 
Wellenseite auf die der linken Seite zurückzuführen. Infolge des äußerst komplizierten 
Charakters der in Frage kommenden Funktionen ist die Auflösung der Gleichungen für 
die beiderseitigen Parameter, wonach bei M die Größen x, y, 2,0, go, w stetig bleiben 
müssen, nur in der näheren Umgebung einer Lösungskurve möglich, was jedoch für die 
weitere Behandlung des Problems genügt. Voraussetzung für diese ist allerdings, daß die 
ausgesonderte Extremalenschar im mehrfach bezeichneten mehrdimensionalen Funktionen- 
raume, den bisher ausgebildeten Methoden der Variationsrechnung zufolge, durch einen 
gemeinschaftlichen Anfangspunkt gekennzeichnet ist, eine Forderung. die weder im 
s2yz®gw-Raume, noch im s£7{%, gıWı- System erfüllt ist. Es gelingt jedoch, für jede 
Ex'tremale der Schar ein individuelles Koordinatensystem eindeutig anzugeben und alle 
individuellen Koordinatensysteme derart miteinander zur Deckung zu bringen, daß ein 
nener eindentiger Extremalenraum von der verlangten Eigenschaft entsteht. Ein indivi- 
duelles Koordinatensystem der bezeichneten Art ergibt sich unter Zugrundelegung des 


oben definierten x y z- Achsenkreuzes und ist dementsprechend als sYgwxyz- Raum zu 
bezeichnen. Auf diesen Raum sind also (33) und (34) zu transformieren. Bezeichnet 


man mit (@yz) das Transformationsergebnis für die Größe —!/; m o?(2°+ y?) und mit 
xyz), @=1,2,3), die Gleichungen der Abbildung von =0, y—0, z=a im über- 
strichenen Raume, berücksichtigt man ferner, daß der Integrand von V — bis auf die 


N 


Größe '/a m o?(x?--9y°) — und die Nebenbedingungen (34) gegenüber linearen Trans- 
formationen mit orthogonaler Matrix invariant sind, so ist das transformierte Problem 
ohne weiteres hinzuschreiben und lautet dann wie folgt: Unter allen Kurven im 


st gpw%xzyz-Raume, die einen gegebenen festen Punkt mit der Hyperfläche 


wyzl@=1,2,3) verbinden und dabei den Nebenbedingungen 


x' — sin # sin w; y=—sin®cos%W; 2’ — 008 # 
genügen, ist diejenige zu finden, die dem Integral 


/ /,A(Ww?sin?9 +92) + 13 C(P' + W c0sd)’+(xyzr)]de 

den kleinsten Wert erteilt. Damit sind alle Vorbereitungen zur direkten Anwendung 
der hinreichenden Kriterien des Minimums auf das Problem erledigt. Die Entscheidung 
stützt sich auf die berühmte Weierstraßsche Theorie, deren Grundgedanke hier kurz 
angedeutet werden mag. Betrachtet man neben der gefundenen Lösung in einer genügend 
engen Umgebung eine den Neben- und Randbedingungen, sowie gewissen Stetigkeits- 
forderungen genürende, sonst aber willkürliche Kurve, so handelt es sich um die Be- 
stimmung der Differenz der längs der Lösung und der Vergleichskurve erstreckten 
Integrale über die Funktion 


2= 1, A(wein?9d +9) +", C(P'+ w cos 9)? + (xyz) 
+ 4 (sin $ sinw — x) + M (— sin o cos v—y)-+N (cos d — 7’), 
worin A, M, N sogenannte Euler-Lagrangesche Multiplikatoren sind. Diese Berechnung 
führt Weierstraß unter Zugrundelegung des von ihm im Jahre 1879 aufgestellten Be- 
griffes des »Extremalenfeldes« oder kurz des »Feldes« durch. Dieses ist mit der 
oben mehrfach erwähnten (sechsparametrigen) Extremalenschar identisch, wenn die Um- 


gebung der Lösung mit Extremalen einfach und lückenlos, d.h. so ausgefüllt ist, daß 
durch jeden Punkt des betrachteten Gebietes eine und nur eine Extremale hindurchgeht. 
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It st diese Bedingung des »regulären« Feldes erfüllt, so läßt sich durch jeden Punkt der 
n Vergleichskurve, die ja ganz im Felde verläuft, eine und nur eine Feldextremale ziehen, | 
ei ınd nur in diesem Falle ist die weitere Berechnung durchführbar. Die Regularität des 
0 'eldes ist somit das eine der zu erfüllenden Kriterien. Ist diese Forderung in der Tat 

1- rfüllt, so kann die bezeichnete Integraldiiierenz durch Substitution der den Punkten der 

e Vvergleichskurve eindeutig zugeordneten Feldextremalen berechnet werden. Sie ist ein 

)- Integral über die »Weierstraßsche FE-Funktion« und für jede Vergleichskurve im Felde 

1, positiv, das Minimum also gesichert, wenn die E-Funktion längs der Feldextremalen positiv 

- definit ist. Dies ist das zweite Kriterium. Beide zusammen sind hinreichend, jedes 

e ist notwendig. 

g Die Weierstraßsche E-Funktion ergibt sich, wenn man die Größe 2 als Funktion 

r der in ihr vorkommenden Ableitungen in eine Taylorsche Reihe entwickelt und die 
> inearen Glieder streicht. Sie ist also, wenn man durch deutsche Buchstaben eine spezielle 
n Extremale kennzeichnet, die durch einen ins Auge gefaßten Punkt der Vergleichskurve 

n hindurchgeht, definiert durch 

r IE s2(W, y > w, #, Pr #5. () (a, b, e, d, 4 }) — (d — a), (g' — bh) (% 

A d — y —ı() 2: —- ed) HH — (y —ı) ik (NM. 

) 


Da die Größe (© y:) im Ausdruck für {2 keine Ableitungen enthält, so kann sie 
f bei der Bildung der E-Funktion fortgelassen werden. Die Ausrechnung ergibt 


} ES: mn uni a . 

\ E = !/; A[(w — 0)? sin ?9 + (9 — a)?] + "/2 C [(p’ + cos 9 w') — (b + c eos 9)]*. 

> Dies ist eine positiv definite quadratische Form. Die Weierstraßsche Bedingung ist 

3 überall im Felde erfüllt. 

Der analytische Ausdruck für die Jacobische Bedingung der Regularität des 
Feldes besteht darin, daß die Funktionaldeterminante des die Feldextremalen darstellenden 


Funktionensystems nach den Feldparametern in jedem Punkt mit Ausnahme des gemein- 
| schaftlichen Anfangspunktes der Feldextremalen von Null verschieden ist. Die Ausrech- 
nung der Jacobischen Determinante ist nun wiederum außerordentlich kompliziert und 


gelingt nur für die Umgebnng der geradlinigen Lösung (gestreckte Welle). In diesem 
Gebiete ist auch das Jacobische Kriterium erfüllt und man erhält somit als endgültiges 
Ergebnis der Untersuchung das Resultat: Die in zwei Lagern gelagerte masselose 
Welle mit zwischenliegender zentrisch aufgesetzter Masse in der Gestalt 
eines symmetrischen Rotationskörpers von konstantem Schwerpunkts-Träg- 
heitsmoment ist im Zustande gleichförmiger Drehbewegung in gestreckter 


age bei jeder Drehgeschwindigkeit stabil. 39 

Die Kreisplatte mit zentrischem Loch. Wir gehen also von der nicht durchbroche i 

\us dem Institut für technische Strömungs- nen, also vollen, freigelagerlen Kreisplalte mil 
'orschungs, T.H., Berlin.) Weitaus die ein- Vollbelastung aus. Einfachste Symmelrie- und 
chste Aufgabe aus dem Gebiele der zweifach Mannigfalligskeitsbetrachlungen führen uns schon | 
ısımmenhängenden Platten ist die Biegung darauf, daß man im Plattenmittelpunkt nur eine 
er am Außenrande freigelagerten oder voll- konzentrierte KEinzellast ? und ein konzen- 

ıgespannten, am Innenrande ungestützten kon- Iriertes Zentralmoment € passender Größe an 

ütrischen Kreisringplatte. Die Treigelagerle bringen muß, um einen vorgeschriebenen kon- 

‚reisringplatte ist von A. und L. Föppl in zentrischen Teil der Platte freizulegen Die 

rang und Zwang I, 2. Auflage, S.189 u. ff. Durchbiegung aus einer gegebenen gleichmäßi- 

ısführlich behandelt. In der Ableitung hat sen Belaslung sowie aus einer gegebenen kon- 

ch indessen ein Fehler eingeschlichen, wel- zentrierten Einzellast sind wohlbekannt. Wir 

er auch die Endergebnisse wesentlich ver- müssen also, bevor wir zur Größenermiltlung 

ıscht. von P und € und zur UÜeberlagerung über | 
Im vorliegenden soll diese Aufgabe auf sehen, nur noch die Durchbiegungsfunktion aus | 
nem anderen übersichtlicherem Wege behan- einem gegebenen konzentrierten Zentralmoment 
elt werden. Wir wollen uns nämlich der von (; bestimmen. | 
ır an anderer Stelle eingeführten höheren Kin konzentriertes Zentralmoment läßt sich 


ıngularilätent) zur Lösung bedienen. 

Zeitschr., Bd. 9 (1929), S. 488. Ein ausführlicherer 
) Siehe Nemeä6nyi: Ueber eine neue Singulari- Aufsatz über den Gegenstand erscheint ebenfalls 
tenmethode für die Elastizitätstheorie.. Diese in dieser Zeitschrift. 
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dieser beiden Größen. Man wird sie im allge- 
meinen einem Tilgungsplan entnehmen können. 
Die Gesamtschuld hat sich dann in dem be- 
trellenden Jahr von S auf 8 5S—( redu- 
ziert 

In einem Jahr bis zur nächsten Auslosung 


wichst der Kurs - genauer der sogenannte 
Netlokurs (ausschließlich der Stückzinsen 
ER pP . 
zunächst auf Cr p an, wo r 1 - Ist 
100 


Dieser Kurs stimmt aber nicht mit dem für 
die Zeit nach erfolgter Auslosung berechneten 
Kurs €” überein, sondern wenn man € und 
(” nach irgendeiner Kursformel berechnet. fin- 
det man Er’-- p größer als €. Dies rührt da 
her, daß der aus p’ theoretisch berechnete 
Kurs durch die Auslosung einen Abschlag er- 
fahren muß, weil die Chancen, welche die 
\uslosung den Papieren bietet, nach derselben 
für die nicht ausgelosten Papiere fortfallen. 
Dieser Kursabschlag infolge der Auslosung 
ist folgendermaßen zu berechnen: Während der 
Kffeklivwert der vor der Auslosung umlaufen 


1 
den  Teilschuldverschreibungen (Tr p)> 
100 


ist. sinkt er durch die Rückzahlung um die 


l ‚ 
Summe O0 auf (’‘S’. Man hat also 
100 


SC'=S(Cr —p)—100%R . (I) 
als Rekursionsformel für den Kurs und der 
Sprung A, welchen der Kurs bei der Verlosung 
macht, ıst 


1 ’ Yn\ 
i=(r pp — U= 100 — (Ur — p)(S—S)] 


oder da „ er () ıst 


J= . 10 —Cr''+-p). . 0); 
A) 
bei der zahlenmäßisen Rechnung wird man 
zuerst EÜr’— p berechnen und davon A (mit 
Rechenschieber berechnet) abziehen 

>. Nießbrauch und bloßes Eigentum. 

Der Mantel und der Zinsschein-Bogen einer 
Teilschuldverschreibung befinden sich ın der 
Regel in ein und derselben Hand, aber man 
ist aus theorelischen Gründen genötigt, den 
Kurs € eines fesiverzinslichen Papiers in den 
des Mantels („ und den des Zinsscheinbogens 
(, zu zerlegen Wenn nämlich aus irgend- 
welchen Gründen der nominelle Zinsfuß p in 
p, abgeändert wird, während im übrigen der 
Tilgungsplan beibehalten wird, so ändert sich 
nur C, und zwar im Verhältnis. p,:p, weil 
alle Zinszahlungen sich in diesem Verhältnis 
ändern. Der Kurs des Nießbrauchrechts ist 


Pı ’ .: 
dann also — (%: der Kurs des Eigentumsrechts 
p 
aber bleibt derselbe C„, so daß sich als Kurs 
des Papiers bei Konvertierung des Zinsfußes 


aus p in Pp he C,-+ C„ ergibt. Würde insbe- 
p 

sondere als neuer Zinsfuß p gerade der effek- 

tive Zinsfuß p’ gewählt, so müßte der Kurs 

senau auf 100 steigen. So entsteht die allge- 

mein gültige Formel 
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- +0... 
y 


welche zusammen mit 


GG + ul ar 
aus jeder der drei Größen (€, CO, Cum die be 
den anderen zu berechnen gestaltet, wenn d« 
Kfifektivzinsfuß bekannt ist. 

Es mag auf eine Anwendung hingewies. 
werden, welche sich auf den Kurs einer Aı 
leihe in der Höhe 8 bezieht. die in n gleich« 

we 
Jahresraten S. getilgt wird. Hier ist gegeı 

NM 
über der unmittelbaren Berechnung des Kuı 
ses € für einen gegebenen effektiven Zins 
fuß p’vH die Berechnung des Kurses („ des 
bloßen Eigentums außerordentlich einfach 
Wenn die Anleihe noch m Jahre läuft, is 
der Barwert der noch zu erwartenden m Ti 


er 
sungen in der Höhe Sn: 


n 
1 Er E ’ 1 Y J 
So \® + we -H En r = Si) a M x 
n n 
l p' 
wenn —r=1+-+ ‚ also 
vu 100 
j 100 
Ca = Adın« 
n 


\littels der Gleichungen (3) und I finde! 
man dann auch (. 

Andere bekannte Anwendungen der Zinsfuß 
konvertierung sind die Berücksichtigung de 
Kapitalertragsteuer durch den Käufer eines 

pi. ü 9 
Papiers; ist hier —. Der Käufer darf mmı 

p 10 


a 


den Kurs — GC, + C. für ein Papier bieten 
10 

wenn er abzüglich der Steuer den Zinsfuß 

pvH erzielen will. Ferner gehört hierher die 

Berechnung des Kurses eines Papiers, wenn dis 

Zinsscheine halbjährlich fällig sind, es ist dan 

pı 1+ YVr' 


Man hat somit angenähert zu ( 
p 2 
0; pp 100 -—( 


p-pr 40 


d 


noch ? -,„ also nach (3) und (4 
400 


beizufügen. 

Zur Herleitung der Kurse C,’ und (m’, welch: 
nach einem Jahr gelten und zum gleichen 
I“ifektivzinsfuß p’ vll gehören, wie €, und Cm, 
hat man zunächst die Kurse vor der am Ende 
des Jahres stattfindenden Auslosung (G,r’—p 
und C„r’ zu berechnen und dann den Kurs 
abschlag 


4.=- SG —p) bzw. Im= I, (100 — Omr 
zu subtrahieren. A, ist negativ. Der Kurs 
des Nießbrauchrechts steist also infolge der 
Auslosung, aber so, daß die Abnahme des 
Kurses des bloßen Eigentums überwiegt. (Aus 
(4) und (5) folgt noch die einfache Be 
ziehung 


> 
(0), 


Fan ° 


F Am 
re 
p p 8 
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Will man umgekehrt den Kurs C aus dem 
»s C’ des nächstfolgenden Jahres berechnen, 
werden zwar die Formeln für den Kurs- 
schlag noch einfacher, nämlich 


x Q,' Am= 2(100- Cm) 43=* (100 —( ): 
Ss 5 } 
selbe ist zu Ge P; Co bzw. ©’ zu addie- 


.so werden (;r', C„r’ bzw. Cr’ gefunden. 
ınn wäre aber noch auf ein Jahr zu diskon- 
eren, was die gesamle Rechenarbeit kompli- 
erter macht als bei der Bestimmung von (€ 
CC 

3. Einlösung mit Aufgeld. Verlosung vor 
\ hresschluß. 

Werden Teilschuldverschreibungen vom Nenn- 
ert Q am Ende des Jahres ausgelost, aber mil 
em Aufgeld von zvH eingelöst, so dab das 


' 100 +2 ; \ ! j 
rfordernis O0 ist. so ist in der Formel 
100 
I) 100 1 - an Stelle der Zahl 100 zu setzen. 


\asselbe gilt bei den Formeln (2), (3) und (5 
owie unten in (1’), (2°) usf. 

Die Auslosung findet in der Regel nicht am 
/instermin, sondern einige Monate früher statt. 
Der Kursabschlag müßte dann mit der Bekannlt- 
ıachung des Ergebnisses eintreten, während 
ler Kurs der ausgelosten Papiere entsprechend 
steigt. 

Der Kurs des Papiers wächst vom letzten 
/instermin bis zur Ziehung einschließlich der 
ıufenden Stückzinsen auf Cr’#, wenn der zwi 
schenliegende Zeilraum wu Jahre beträgt, wo 

List. (Die Kursentwicklung läßt sich näm- 
ich in vorliegendem Fall so leichter darstellen, 
ls wenn man mit dem Nettokurs ausschlieb- 
ch der laufenden Stückzinsen, also mil 
r’»— pu rechnen würde Nur hat man jetzt 
‚wei Kurssprünge zu beachten, den einen bei 
ler Auslosung, den anderen viel größeren bei 
er Zinszahlung.) 

Durch die Auslosung mag der Kurs von Gr’p 
f Ce) sinken. Dann ist der 100 fache Effek- 
ivwert der ganzen Anleihe nach der Auslosung 

SCH)=SCr#— 10Qrv-1; 
'er Faktor r'#—1 beim letzten Glied der rech- 
en Seite rührt daher, daß die Auszahlungen in 
ier Höhe Q erst 1— u Jahre nach der Ver- 
osung erfolgen, daß also ihr Barwert zur Zeil 
er Verlosung Or’#»—1 ist. Der Kurssprung in- 


oe der Auslosung ist 


( 
4= - (100 ru—-1— Cru)  @). 


In der Zeit zwischen Ziehung und Zins- 
ermin, die 1 — u Jahr beträgt, steigt der Kurs 
‚auf C(W)ri-p., 

\m Zinstermin sinkt der Kurs C)r'l-y 
ch die Auszahlung von pvH, aber nicht 
wa gerade um p, denn da auch für die aus- 
osten Papiere, also im ganzen für die 


ımme S, die Zinsscheine am Ende des Jahres 
’ 


. r D * r ) 
gelöst werden, der Zinsbedarf also eZ r 
() 
Bo . . i 
icht bloß 5” —#- ist, so ist der 100fache Ge- 
100 


ınıtleffektivwert 
Ss By —— Ss’ (u) r'l — U u 5 p ‚ 


Setzt man hier den oben gefundenen Wert 
für S’Cip) ein, so ergibt sich wieder, wie zu 
erwarten war, Gleichung (1) zwischen C und 
(”. Der Kursabschlag am Zinstermin ist = p: 

4. Wenn kein Tilgungsplan vorliegt, aus dem 
man die Tilgung Q und die dann noch übrige 
Schuldsumme S entnehmen kann, muß man zur 
Anwendung der Formeln (1) und (2) das Ver- 
hältnis S’:Q oder das um 1 größere Verhältnis 
5S:Q aus den Anleihebedingungen berechnen. 
Dies soll für die beiden wichtigsten Anleihe- 
lIormen durchgeführt werden. Eine Nachprü- 
[ung der Rekursionsformeln durch direkte Be- 
rechnung der Kurse € und €’ für zwei aufein- 
anderfolgende Jahre läßt sich leicht anschließen, 
soll aber dem Leser überlassen werden 


Es sei zunächst wieder der Fall gewählt, 
wo eine Anleihe 5, durch alljährlich gleich 
hohe HRückzahlungen © 23 setilst wird. 

n 
Ist nach der (n— m)ten Tilgung die Schuld 
summe 5, also da noch m Tilgungen zu erwar 
sind, $S=m6(, so hat man 


5s:0=m. 


Wenn dagegen eine Anleihe durch eine jedes 
Jahr gleichbleibende Annuiläl (zuzüglich der 
ersparten Zinsen) gelilgt wird, ist die Berech 
nung des Verhältnisses $: 0 etwas weniger ein 


Y 
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Q W 


fo} 
80 ” 











— 


























Re 


en ee a h 


a en art 


Be 


in ee een he 


ce he a A eh 





202 Buchbesprechungen 


fach, zwar ergibt sich, wenn noch m gleich 
hohe Annuitälen zu erwarten sind: 

S:(Q = Ii+tr+ r ... ri gu, 
weil 5 gleich der Summe der Tilgungsbeträge 
st, die bekanntlich gleich 0, Or... sind. 
Praktisch wird aber meist die volle Tilgung 
nicht durch eine Reihe von m gleichen Annui- 
täten erreicht, sondern es bleibt noch eine 
Restquote für das folgende Jahr zu tilgen 
übrig, man legt dann besser eine relrospektive 
Betrachtung zugrunde Sei Q, die erste, Q die 
q I)te Tilgung der Anleihe S,, also = Q,r?, 
dann ist der Schuldrest nach q Jahren 

S=-S%-Q(l+r+r’+...r)) 


«also 


Ztschr. f. anzew., 


Math. und Mech. 
v S0 , u 5) r So 
Bye air +... 0 vu? — ag 
Co 7 
oder, wenn @, gleich /vH von 8, ist (gewöhn 
lich ist f eine einfache Zahl 
Ay 100 
9: = vT— Ay 


Als Beispiel ist p=6 p’—=8, bei Tilgun; 
durch gleiche Annuitäten in 10 Jahren gewählt 
worden. Die Kurse €, €, Ca sind nur mil 
dem Rechenschieber auf zwei Dezimalstelleı 
berechnet und in der Abbildung graphisch dar 
gestellt. C, ist dabei der Raumersparnis halb 
um 60 nach oben verschoben worden. 


Berlin-Dahlem K. Stübler. It 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen. 


Ss. TIMOSHENKO, Professor of Engineering 
\lechanies University of Michigan. Vibration 
Problems in Engineering D. van Nistrand 
Company, Inc. New York 1928. VI 3518. 

Bei dem steigenden Interesse, das heute aul 
allen Gebieten der Technik für Schwingungs 
vorvänge besteht, muß man ein Buch begrüßen 
las, wie das vorliegende. von einem einheit- 
lichen theoretischen Standpunkt aus, aber unter 
dauerndeı Rücksichtnahme auf die ın der 
Praxis vorliesvenden Probleme, den Gegenstand 
behandelt Der Verfasser geht von den ele- 
menlaren Ansätzen für ein elaslisches System 
von einem lreiheilsgrad aus und erörtert schon 
an diesem die mannigfachen möglichen Frage- 
stellungen in ausführlicher Weise Dabei wer 
den allerdings Aufgaben, wie die der kritischen 
(Geschwindigkeit einer Welle mit  Einzellast 
schon mil einbezogen Im zweiten Kapitel 
wird die Einwirkung verschiedener Dämp 
Yungskräfte berechnet, das dritte dehnt die 
Iheorie auf Systeme mit mehreren Freiheits 
sraden aus. In dem nächsten Abschnitt, deı 
den Schwingungsvorgängen an elastischen Kör 
pern im eigentlichen Sinne gewidmet ist, Kom- 
men die auf der Energiebelrachtung beruhen- 
den Berechnungsmelhoden, die vom Verf. selbst 
herrühren. zu erfolereicher \nwendung 
Schließlich folgt ein Anhang, der verschiedene 
\barten von Schwingungsmessern, auch Seis 
mographen und ähnliches behandelt. Das Buch 
stellt eine sehr erfreuliche Bereicherung der 
technisch-wissenschaftlichen Literatur dar. die 
auf vielen Gebieten Nutzen stiften wird 


Mises 17 


THEODOR WAHLEN, Deviation und 
Kompensation Neue  Grundlegung der 
[heorie. Neue Anwendung auf die Praxis. Mil 
27 Abb. Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 
Braunschweig 1929 Vıl IS0S Preis geh 
760 M., geb. 9.609 M 

Für die verschiedenen Aufgaben geomelri 
scher Art, die mit der Verwendung des mag 
nelischen Kompasses zusammenhängen, fehlte 


es sejt langer Zeit an einer zusammenfassen. 
den Darstellung. Der Verfasser hat sieh mil 
oroßer Sorgfalt der Arbeit unterzogen, hie: 
ein Werk zu schaffen. das zugleich theoreti 
schen Ansprüchen und den Anforderungen de 
Nauliker genügt. Die Darstellungsweise mach! 
nicht immer von den neuesten und geeignel 
sten Hilfsmitteln der Analysis Gebrauch, doch 
mag dies im Interesse der weileren Kreise, die 
an den Ergebnissen interessiert sind, berech 


tiet erscheinen. \Mıses. 17 


MÜLLER-POUILLET, Lehrbuch der Phy 
sik. 11. Aullage. Erster Band llerausgegebe:ı 
von Erich Waetzmann, Breslau. 1. Teil 
Mechanik punktförmiger Masseu und stlarreı 
Körper. Mit 675 Figuren im Text. S.1-—818 
2. Teil: Elastizilät und Mechanik der Tlüssig 
keiten und Gase. Mit 398 Figuren im Text und 
auf 2 Tafeln. S. 849—1258. 3. Teil: Akustik. Mit 
>95 Figuren im Text. 8. 1—1814. Verlag Friedr 
Vieweg & Sohn A.-G., Braunschweig 1929 
Preis: 1. u. 2. Teil zus. geb. 82M., 3. Teil geb 
32 M 

Die Flut der großen Handbücher nimmt kein 
Ende. Nachdem das 24bändige des Springer 
schen Verlags mil drei Mechanikbänden und 
einem Band Akustik abgeschlossen, von dem 
speziell der Mechanik gewidmeten, auf nomi 
nell sieben Bände berechneten Auerbach 
Hort (früher Winkelmann) ein großer Teil 
erschienen ist, dieWien-Harmssche Exper 
mentalphysik einen Mechanikband herausge 
bracht hat, tritt nun die neue Auflage des 
Müller-Pouillet mit zwei umfangreichen 
Bänden, die die Mechanik behandeln und einem 
dritten Band Akustik auf den Plan. Zur allge 
meinen Charakteristik ist zu sagen, dab die 
Darstellung sich der physikalischen und nich! 
(der mathematischen Seite der Probleme vor 
zugswelise zuwendet und daß eine stark: 
Tendenz zur Aufrechterhaltung des Anschlus- 
ses an die früheren Auflagen besteht. In weil 
höherem Maße als die anderen venannten 
Werke erinnert das vorliegende, namentlich in 
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21, \bbildungsmaterial an die Lehrbuch Dr.-Ing. H. NIPPERT, Ueber den Strö- 
eralur des vergangenen Jahrhunderts. Frei mungsverlust in gekrümmten Kanä- j 
In ı hat der neue Herausgeber, E. Waetz- len. Mit 141 Abb. und 6 Zahlentafeln For | 
ınn,. sich große Mühe gegeben, durch Ge schungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur- 
nung guler neuer Autoren, die die alten wesens, Heft 320. VDI-Verlag, Berlin 1929 
(sätze umarbeitelen, für eine Modernisierung Il 678. Preis 9M 
sorgen. So bringt z.B. G. Berndt-Dres- Der Verfasser hat sich die schon oft behan 1 
. in dem Kapitel über Maß und Messen delie Aufgabe gestellt. auf experimentellem 
N ‚ches aus der neuesten Technik. Anderer Weve zu untersuchen. welchen Verlust an Strö 
11 Is erscheint die im dritten Kapitel gegebene mungsenergie eine Flüssickeit erfährt, sobald j 
führung in die Punktmechanik etwas ver- sie eine Krümmung innerhalb einer Leitung 
r et, jedenfalls reichlich konventionell. Auch durchläuft Leider scheinen die Ergebnisse 1 
den allgemeinen Sätzen über Bewegung und trolz der auf die Versuche und ihre Auswer- | 
eichgewicht von Punktsystemen in Kapitel tung aufgewandten großen Mühe wenig brauch- 1 
1 ist nicht gerade für klare Herausarbeitung bar. da ein zu kurzes Stück der Leitung vor I 
s D’Alembertschen Prinzips und dergl. und hinter dem Krümmer in Betracht gezogen j 
rgt. wie dies heute doch schon zu den wurde. Wesentlich. für die Beurteilung der un F 
elbstverständlichkeiten gehören sollte. Die Me- tersuchten Verluste wäre es gewesen, einen 
nik des starren Körpers, von W. Hort be- hinreichend langen Zu- und Ablauf 
keitel, wird durch besondere Ausführungen vorzusehen, da sonst im Anfang- und End 
ber den Kreiselkompaß von M. Schuler vor- (Querschnitt noch eine Einwirkung des Krüum 
N haft ergänzt mers auf die Geschwindigkeit- und Druckver 
it Im zweiten Bande sibt Pöschl eine allge- teilung vorliegt, wodurch die Ergebnisse in 
eine Einleitung in die Rlastizitäts-und Festig- Frage gestellt werden Mises. 44 
eilstheorie und P. P. Ewald eine Uebersicht 
‚er die Probleme der Atom-Struktur. Von be- Prof. P. DEBYE, 0. Professor und Direktor | 
Jerem Interesse sind die drei Kapitel von des Physikalischen Instiluls an der niversilät | 
Prandtl über die Mechanik der flüssigen Leipzig. Polare Molekeln Mit 34 \bb. im 
l gasförmigen Körper. Sie enthalten eine Text. Verlag S. Hirzel, Leipzig 1929. VI 
"stellung, die in den Grundzügen an die von 200 5. 
ındtl vor längerer Zeit im Handbuch der Die Grundlage dieses Buches, das ursprüng- 
turwissenschaften gegebenen erinnert, nalür- lich aus Vorträgen hervorgegangen in engli 
ch unter  weitergehender Ausführung, na- scher Fassung erschien, bildet die von dem 
entlich der experimentellen Seite. Es versteht Verfasser begründete Erkenntnis, dab es im 
ch, daß die eigenen Forschungen Prandtls elektrischen Gebiet der Molekularphysik etwas 
die reichen Ergebnisse der Göttinser Schule Aehnliches gibt, wie die Erscheinungen, die im 
besonderem Maße berücksichtist werden. magnetischen Gebiet den Paramagnelismus be- \ 
Daß dabei praktisch wichtige Fragen wie etwa dingen und sich am stärksten im Ferromagne- 
des Widerstands in zylindrischen Leitungen tismus äußern. Die älteren Theorien konnten 
was zu kurz kommen. muß man schon mit zur Erklärung des dielektrischen Verhaltens 
Kauf nehmen. Ueber Wasserkraft-Maschi- nur eine quasielastische ‘Verschiebung positiver 
en. Wasser- und Luftfahrzeuse und über Ver- und negativer Einzelladungen annehmen, die 
ıchseinrichtungen der IHydrodynamik und Dehye als Polarisation durch Deformalion i 
crodynamik wird das Wichtigste in entspre- bezeichnet. Dagesen zeigt er insbesondere aus 
iender Form berichtet dem Temperaturverlauf der Polarisierbarkeit | 
Der Akustik-Band beginnt mil einer elemen- En Amer RIEF ERAEON RIESEN Ber uud | 
ee l’eldstärke (Sättigung daß auch hier das 
le a ee Mensen ECNERERRRINERN “es REN Moleküls als eine i 
ae er | wesentliche und meßbare Konslante anzusehen j 
a Ne Bee er een ist und durch seine Orientierung im elektri 
REN dr ur schen Felde diese Effekte hervorruft 
io verschiedenen Musikinstrumente behandelt; Auf Einzelheiten soll hier nicht eingegangen 
58 un ‘ FE s diese Theorie in die erweiterten Gesichtspunkte, h 
en die modernen Probleme, die einerseits die die moderne Mechanik geschaffen hat | 
ırch die Funktechnik, andererseits durch die (vgl. die vorangehende Besprechung), sich ein | 
ılvaben des Bauwesens angereelt sind, zur füsen wird. und für diese Aufgabe hat das ! 
ruche. ‚Namentlich der Raum ‚ und ‚Bau- Buch schon eine Fülle empirischen Materials 1 
ustik, die in letzter Zeit von vielen Seiten theoretisch geordnet 
efördert wurde, hätte etwas mehr Platz als ee FR j 
‚Seiten gegönnt werden sollen Breslau. F. Noether. 3 
Im ganzen ist zu sagen, daß die neue Auf- Dipl.-Ing. RUDOLF WINZHEIMER, "Tele- 
se den alten Ruhm des Müller-Pouilletl- sraphendirektor im Reichspostizentralamt (Tele 
chen Lehrbuchs der Physik gewahrt hal und sraphentechnisches Reichsamt Abt. München 1 
5» das Buch neben der großen Zahl neuerer Uebertragungstechnik. Mit 207 Abb 
‚erke auf diesem Gebiet mit Ehren bestehen Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
ird, Mises. 47 1929. VI-+ 233 S. Preis 12 M | 
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Es handelt sich in diesem Buche um die 
Technik der elektrischen und  elektroakusti 
schen Uebertragung von Sprache und Musik, 
also, um nur das Wichtigste zu nennen, die 
allgemeinen elektrischen und akustischen Be 
ziehungen, die Theorie der Fernsprechleitung 
Verstärkereinrichtungen Ilochfrequenzübertra- 
oung. Dabei wird auch die musikalische Seit: 
in instrumentäaler sowie individueller Hinsicht 
sestreifl Das Bueh soll als Hilfsmittel beim 
Unterricht an höheren technischen l.ehranstalten 
dienen und wird wegen seines vielseitigen In- 
halls tatsächlich wertvolle Anresungen in diesen 
aktuellen Fragen geben können. denen. in der 
Zeit des Rundfunks, auch viele Nichtfachleute 
Interesse entgegsenbringen. Allerdings habe ich 
den Kindruck daß verade das Technische, zZ B 
die Verstärkertechnik. das dem Verfasser am 
veläufigsten ist. für weniger erfahrene Leser 
vielfach in zu knapper Form dargestellt ist. 
während die mathematischen Teile, die doch 
nicht über elementare Rechnungen hinauskom 
men, zZ. B. in der Theorie der Fernsprech 
leitung, reichlich breiten Raum einnehmen, 


Breslau F., Noether 38 


TULLIO LEVI-CIVITA © UGO AMALDI, 
l,ezioni di Meececanica Razionale. Vo- 
lume primo Ginematica-Prineipi e Statica 
/weite, durchgesehene und vermehrte Auflage 
Verlag Nicola Zanichelli, Bologna. XIV S07 5 

Die ersie Auflage des aus zwei Teilen be 
stehenden zweiten Bandes dieses Werkes wurde 
in dieser Zeitschrift Bd.8s. 10928. 8.157 angezeigt 
Das dort ausgesprochene durchaus zustimmende 
Urteil kann bestätigt werden. Die zweite Auf- 
lage des ersten Bandes unterscheidet sich von 
der ersten durch kleinere Verbesserungen sowie 
durch einen wesentlichen Zusatz, die Theorie 
der Fachwerke. Das Buch gliedert sich in zwei 
Teile Der erste (Kap.I bis VI) enthält die 
Kinematik:  Vektorrechnung. Kinematik des 
Punktes, der starren Systeme, der Relativbewe 
sung, weitere Ausführungen über die ebene 
Bewegung der starren Körper und Allgemeines 
über die Kinematik der Systeme (holonome und 
nichtholonome Systeme, einseitige Bindungen 
Der zweite Teil (Kap. VII bis XVT) bringt erst 
die Grundbegriffe Kraft und Masse (den slatı 
schen Kraftbegriff mil seinen unvermeidbaren 
\längeln), dann die Begriffe Arbeit, Potential 
und Impuls mit ausführlicher Besprechung der 
\ehnlichkeilsgesetze, weiter Reibung. Massen 
oeomelrie, Ne wtonsches \nziehungsgeselz 
Reaktionsprinzip. Danach (Kap. XIII) die Sta 
tik des starren Körpers, Statik der Körper 
ketlen, der Fäden und der Stäbe, Prinzip der 
virtuellen Arbeiten und allgemeine Statik. end 
lich im letzten Kapitel relatives Gleichgewicht! 
Den Schluß bildet ein ausführliches Namen- 
und Sachverzeichnis. 

/wei Bemerkungen hätte der Referent noch 
zu machen. Im Prinzip der virtuellen Arbeiten 
wird die Reibung ausdrücklich ausgeschlossen, 
was nicht nölig ist. (Man muß nur die Haft- 
reibung als Reaktionskraft, die Gleitreibung 
als eingeprägte Kraft nehmen.) Und von den 


Kräften, mit denen zwei Punkte aufeinandeı 
wirken, wird gesagt. sie befänden sich im 
(‚leichgewicht, eine für den Anfänger sehr ge 
fährliche Ausdrucksweise, die bekanntlich auec! 
Nichtanfängern verhängnisvoll geworden ist 
natürlich nicht den Autoren dieses klaren Wer 
kes, in dem die Unterschiede zwischen innereı 
und äußeren Kräften einerseits, zwischen ein 
geprägten und Reaktionskräften andererseils 
sorgfältig auseinandergehalten werden. 

Berlin ((. Hamel. 50 


Dr.-Ing. K. KAMMÜLLER, Privatdozent an 
der Technischen Hochschule in  Karlsruh« 
Die Theorie der Gewichtsslaumauerı 
unter Rücksicht auf die neueren Ergebnisse deı 
Festigkeitslehre. Mit 25 Textabbildungen. Sprin 
ser, Berlin 1929. VI--60 S. Preis 5.40 M. 

Diese beachtenswerte Broschüre bildet ein: 
Darstellung der heute üblichen Methoden deı 
stalischen Berechnung von Gewichtsstaumauern 
Die Mauerprofile weichen in der Regel wenig; 
von einem Dreieck ab und es wird daher von 
einem »Grunddreieck< gesprochen, bei dem der 
Wasserspiegel bis zur Dreieckspitze reicht. Die 
Wasserseite ist lotrecht oder hat einen kleinen 
Anzug. Die einzige unbekannte äußere Krafi 
ist der Unterdruck. Hier wird für den Unter 
druck ein linearer Verlauf angenommen, an deı 
l.uftseite gleich null und seine Größe wird 
nach neueren Forschungen aus dem Porig 
keitsgrad des Mauerkörpers bestimmt. Die 
Spannungsberechnung wird nach dem »Trapez 
seselz« durchgeführt, d. h. mit einer lineareı 
Verteilung der Normal- und Schubspannungen 
in einer Fuge Nur für das Grunddreieck ist 
das exakt richtig, für die Zusalzbelastungen 
ronenlast, Wasserzusatzlast, Eisdruck) wird 
es hier auch angewendet, mil um so mehr Be 
rechligung, je weniger das Profil vom Grund 
dreieck abweicht. Als Beispiel sind an der 
65m hohen Schwarzenbachsperre die Haup! 
normal- und Hauptschubspannungen der Fun- 
damentfuge für alle Belastungsfälle berechne! 
und die Spannungstrajektorien sowie Kurven 
sleicher Anstrengung (unter Zugrundelegung der 
\Iohrschen Bruchtheorie) aufgezeichnet. Fü 
die erforderliche Entfernung der Dehnungs 
[usen bei Betlonmauern gibt der Verfasser nach 
schätzungsweisen HBRechnungen den Wert 0,12 
der Mauerhöhe an. 

Breslau J. Ratzersdorfer. 5) 


Dr.-Ing. H. MARCUS, Vorstandsmitglied 
der HUTA Hoch- und Tiefbau-Akt.-Ges.,. Bres 
lau. Die vereinfachte Berechnun 
biegssamer Platten. Zweite. erweiterte Auf 
lage. Mit 65 Abb. im Text. Verlag Springer, 
Berlin 1929. 126 S. Preis 9 M, geb. 11 M. 

Die zweite Auflage des Buches weist gegen 
über der ersten Auflage, die in dieser Zeil 
schrift besprochen wurde!), einen vergrößerte! 
Inhalt auf. In einem Abschnitt sind jetzt di 
Drillungsmomente der z„leichförmig belasteteı 
Platten ausführlich untersucht und Näherungs 


!) Diese Zeitschr. Bd. 6 (19286), S. 420. 
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meln für ihre Berechnung angegeben. Dann 
| in einem Abschnitt die Dimensionierung 
drillungsfesten kreuzweise bewehrten HFisen 
tonplattei behandelt Vorausgeselzt ist. daß 
Spannungsmomente so wie für eine isotrope 
ılte bestimmi! werden können IÜs werden 
satzmomente eingeführt, d. s. fiktive Die 
ssmomente. mit denen die Wirkung der 
llunesmomente berücksichligt werden soll. 
ojbt dabei verschiedene Möslichkeiten. 
\Iarcus bestimmt zwei Kräftepaare, deren 
ehörige Momente in den Quers-hnilten der 
upftspannungsmomente mil den wirklichen 
lauptspannungsmomenten übereinstimmen. Eine 
dere abgeleitete Formel, bei der die Ersatz 
omente vom Maschenverhältnis der Armierung 
ıbhängeige sind, ist nicht ganz überzeugend 
Dem Eisenbeloningenieur wird das Buch dazu 
elfen, die in den Bestimmungen des Deutschen 
\usschusses für Fisenbeion angegebenen For- 
neln über die Berechnung von kreuzweise be 
ehrten Platten nicht nur mechanisch anzu 
enden. 


Breslau J. Ratzersdorfer 53 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 


hleibt vorbehalten): 


Prof. Dr. LUDWIG ECKHART, Privat- 
Iozent an der Techn. Hochschule Wien. Der 

erdimensionale Raum. Mit 29 Textfi- 
uren, Mathem.-Physikal. Bibliothek Nr. 84. 
Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1929. 
4S. Preis kart. 1.20M. 

K. v. KÖRÖSY, Versuch einer Theorie 
der Genkoppelung. Bibliotheca Genetica. 
Bd,NXV, Mit 47 Textabbildungen. Verlag Gebr 
Bornträger, Leipzig 1929. XII-- 2728. Preis 
U M geh. 


G. H. A. Kröhnkes Taschenbuch zum Ab- 
stecken von Bögen bei Bahnen, Kanälen 
und Wegen. Siebzehnte Auflage. Bearbeitet 
von R. Seifert Direklor und Professor im 
Berlin Mit. 2L Abb. Verlag B. G. Teubner 
Leipzig und Berlin 1929, NV 1338. Preis 
seh, A.6OM. 


Dr.-Ing. WALTHER KAUFMANN, o. Pro- 
lessor an der Technischen Hochschule zu Ilan 
NOVeEr, Stalık der Tragwerke. Zweite 
verbesserle und ergänzte Auflage. Mit 368 Text 
abbildungen,. Handbibliothek für Bauingenieure 
IV, Teil: Brücken- und Ingenieurhochbau, 1. Bd. 
Verlag Springer Berlin 19530. VI 32258, 

Dr. MAX BORN, Professor an der Univer- 
sität Göttingen, und Dr. PASCUAL JORDAN, 
Professor an der Universität Roslock, Ele 
mentare Quantenmechanik., (Zweiter 
Band der Vorlesungen über Alommechanik. 
Struktur der Materie in Einzeldarstellungen. 
IX. Verlag Springer, Berlin 1950. Al 1315 
Preis 28M, geb. 29,50 M. 


Mitteilungen aus dem Mechanisch - Tech- 
nischen Laboratorium der Technischen 
Hochschule München. Dritte Folge, heraus- 
gegeben von LUDWIG FÖPPL. Der ganzen 
Reihe 34. Heft. Mit 10 Taleln in Steindruck 
und 2 Autotypietafeln. Verlag Theodor Acker 
mann, München 1950, IV IS. Preis 13.50 M 

ERNST ADOLF BERNHARD, Philoso- 
phische und nalturwissenschaftlich« 
Grundlagen der Psychologie. Biblio 
thek für Philosophie, 32. Bd. Carl Ileymanns 
Verlag, Berlin 1930. 1258. Preis SM. 

MARTIN GRÜBLER, Dr. phil. h. e., Dr. art. 
ing. h.c., ord. Prof, i.R. d. Techn. Hoch- 
schule Dresden. Was ist Gewicht? Verlag 
Theodor Steinkoplf, Dresden und Leipzig 19950, 
3283, 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 
Ortsgruppe Berlin 
\m 16. Mai spricht Hr. Prof. Schnadel 

Berlin über Kniekung von Blechen 


Prager Mitglieder. 
\m 27. Februar sprach Hr. Dr. Wilhelm 
(üller-Prag »Ueber die asymptolische Strö- 
ung von Oseen-Zeilon 


IH. Internationaler Kongreß für Techni- 
sche Mechanik: 24. bis 29. August 1930 
Stockholm. Zur Teilnahme am Kongreß 

ıben sich bisher rd. 300 Personen und Ge- 


ellschaften angemeldet Die Verhandlungen 
erden Montags, den 25. August um 10 Uhr 
mittags besinnen. Das Internationale Kon- 


eßkomitee versammelt sich schon vorher. 
sonntag den 24. August um 14 Uhr nachmilt- 
(ss im Rektorzimmer der Technischen Hoch 
'hule. 


Folsende allsemeine Vorträge sind für den 
konsreß in Aussicht senommen 


Baırstow. L... London Propellertheorie 
Kisner, F., Berlin: Das Widerstandsproblem 
\lichel. E. Hannover: Raumakustik 


v. Mises, R.. Berlin: Die bisherigen Ansätze 
in der klassischen Mechanik der Kontinua 

Oseen, C.W.,. Uppsala Das Problem der 
Turbulenz 

Timoshenko. 8.. Ann Arbor: Die Slabılılal 
und Stärke dünnwandiger Konstruktionen 

Weibull, W., Stockholm: Die Bruchgrenze 

Panettiı, N 
Schwinsungen bei Fahrzeugen und Lubhı 


\ulomobilschwineungen 


werken) 

Die schwedischen Fisenbahnen sewähren den 
Kongreßteilnehmern 25 prozentige Ermäßigung 
der Fahrkarlenpreise unter der Vorausselzung 
daß die Reise in Gruppen von mindestens 20 
Personen erlolst Die (Greschäflsstelle des Ver- 
eines deutscher Ingenieure, Berlin NW 7. Inge 
nieurhaus, hat es übernommen, BReisegesell- 
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schaften zusammenzustellen und eventuell Ver 
handlungen wegen Fahrpreisermäßigungen inner 
halb Deutschlands zu Führen leilnehmer. wel 
che auf Gesellschaftsreisen Wert lesen, wollen 
ich an diese Geschäftsstelle wenden 

In allen den Kongreß betreffenden Ange 


levenheiten erteilt der Generalsekretär Prof 
Weibull. Stoekholm. Technische Hochschule 
\uskunfi lelevrammadresse \lekanikkongres- 


sen. Stockholm 


Ztschr. f. anzew 


den Herausgeber Math. und Mech. 


Persönliches. Herrn Dr. Alfred Basch 
Oberbaurat im Bundesamt für Eich- und Ver 
messungswesen, wurde die venia legendi als 
Privatdozent an der Technischen Hochschule in 
Wien aul Praktische Malhemalik« erweiler! 


llerr Zivilingenieur Dr. Julius Ralzers 
dorfer. Privatdozent an der Technische: 
llochschule in Breslau, ist zum n.b.a.o. Pro 
[fessor ernannt worden 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Versuche zur Ermittlung der Vertikal- 
spannungen beim Walzvorgang. (Diese 
Zeitschr. Bd. 9 1929 Ss.451 Von K Hu 
ber wurde der Versuch gemacht, die beim 
Walzen auftretenden Vertikalspannungen in fol 
sender Weise zu ermitteln Es wurde der 
Walzdruek während des Einlaufs eines Stabes 
in den Walzspalt als Funktion der Zeit auf 
senommen. Die so erhaltenen Druck-Zeit-Dia- 
oramme wurden in Druck-Weg-Diagramme um 
sewäandelt. indem die Austrittsgeschwindigkeil 
des Walzgutes der Umfangsgeschwindickeit der 
Walzen gleichgesetzt und die an jeder anderen 
Stelle des Walzspäaltles im Abstande x vom 
Walzenaustritt herrschende Geschwindigkeit der 
Stabteile aus der Volumenkontinumäl beim Walz 
vorvang berechnet wurde. Durch Bildung des 
Differenzquotienten und Division durch die 

dz 
ieweilive Breite Db soll alsdann die Vertikal 
spannung 


dp 


bh»-dr 
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sıch errechnen lassen 

Bereits die Umwandlung der Druck-Zeit-Kur 
ven in Druck-Wevs-Kurven erscheint bei diesem 
Verfahren nieht einwandfrei Beim HFrfassen 
der Stabspilze erhält das Walzgut eine Ge 
schwindigkeit, die der Horizontalkomponente 
der Umfangsgeschwindiskeit der Walzen an 
dieser Stelle entspricht. Wenn man von der 
verineltveigen Voreilung absieht, jäßt sich die 
(eschwindigkeit der Stabspitze während des 
oanzen Durchgangs durch den Walzspalt als 
jeweilige Horizontalkomponente der Umfangs 
seschwindiekeit berechnen Dive von luber 
anvoewendele Umrechnungsart (s.o.) wäre nur 
am DPlatze wenn es sich nicht darum han 
delte, dA (Geschwindiskei! der Stabspitze. SON 
dern eines beliebigen Querschniltes zu berech 
nen, nachdem der Stab bereils beginnt, aus 
dem Walzspalt wieder auszutrelen, und nach- 
dem sich also stabile Verhältnisse ım  Walz- 
spalt ausgebildet haben 

Ist also die Ermittlung der Druck-Weg- 
Kurve bereils als nicht einwandfrei zu  be- 
ansltanden. so erscheint die Berechnung der 


Vertikalspannungen aus dem Kurvenverlauf in 


der vorgeschlagenen Weise (s. 0 als völlig 
abweeis,. Eine solche Rechnungsweise wäre nur 


zulässig, wenn wahrend des Eindringens der 
Stabspitze die Vertikalspannung an dieser Spitze 
in jedem Punkte des Walzspaltes derjenigen 


entsprechen würde, die dort während des wei 
teren Durehwalzens, also nach Erreichung des 
stabilen Zustandes herrscht. Das ist aber kei- 
neswegs der Fall, da sich während des Ein 
ziehens der Spannungszusland ım  Walzspali 
ständig änder! Die Unzulässiskeit des gaı 
zen Verfahrens geht auch daraus hervor. daß 
an der eigentlichen Stabspitze während des 
Kinziehens die Vertikalspannung nur wenig 
von der Fließspannung abweichen kann, da 
hier ja keine Querspannungen aufzutreten ver 
mögen. 

\us den angegebenen Gründen entspricht die 
von Huber ermittelte Spannungsverteilung kei 
neswegs der wirklichen. Es sind jedoch noch 
Kinwendungen prinzipieller Natur gegen den ji 
der Arbeit angenommenen Verlauf der Verti 
kalspannungen im Walzspalt zu machen. Ins 
besondere ist hier zu beanstanden. daß am 
Walzenaustritt ein Absinken der Vertikalspan 
nungen auf Null angenommen wird. Huber 
hat dabei nicht berücksichtigt. daß beim Ein 
ziehversuch der Walzdruck nicht etwa dann 
bereits seinen Hllöchstwert erreicht, wenn di 
Stabspilze bis zum Walzenaustritt vorgedrungen 
ist, sondern erst etwas später, da die unmittel 
bar hinter dem Walzspalt liegenden Stabteil 
„uch noch einen Teil des Walzdruckes mil 
übernehmen. Erst hinter dem Walzspalt fällt 
die Vertikalspannung also gewissermaßen auf 
Null ab, während sie im Walzspalt selbsi 
überall zum mindesten die Größe der Quelsch 
festiockeit besitzt. Es erhellt daraus, daß Hu 
ber auch den Walzenaustrittspunkt in seinen 
Diagrammen nicht richtig erkannt hat. 

Da die zugrunde liegenden Versuchsauswer 
tungen falsch sind, sind sämtliche, von Huber 
aus seinen Versuchen vsezogenen Schlüsse un 
zulässig. Insbesondere entfällt jegliche Stül 
zung der Dresdenschen Theorie, daß die 
(uelschfestigkeit bei der Warmformgebung von 
\letallen ausschließlich eine Funktion der Form 
änderungsgeschwindigskeit ist. Ueber die Lage 
der Fließscheide oder des Haftpunktes geben 
die angeführten Diagramme kein richtiges Bild 
noch viel weniger über den Spannungsverlaul 
ım Walzspalt überhaupt. 

Aus den vorstehenden Finwänden erhellt 
daß die experimentelle Ermittlung der Span 
nungsverleilung im Walzspalt auf weit größere 
Widerstände stößt, als sie von Herrn Huber 
angenommen wurden. Durch derarlise Einzieh- 
oder Auslaufsversuche läßt sich höchstens ein 
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'h herblick über die mittlere Größe der Verti- 
cr spannung im Walzspalt in verschiedenen 
als dien des Einziehens bzw. Auslaufens ge- 
1 nen. indem die Kraft durch die jeweilig 
a ı den Walzen in Berührung stehende Fläche 
idierl. Aus dem Verlauf der miltleren Span- 
"Ss ınoen lassen sich alsdann auch Rückschlüsse 
To ' die wirkliche Spannungsverleilung im Walz- 
"Oo .ılt ziehen, wenn man berücksichtigt, daß die 
ertikalspannung am Walzeneintritt und -Aus- 
it etwa gleich der Queltschfesliskeit ist, und 
3 der Gesamtverlauf der Vertikalspannung 
mittleren Spannung entsprechen muß. Bes 
ist es vielleicht, den Verlauf der mittleren 
e ertikalspannung bei veränderlicher Stichab 
les ııme zu untersuchen, da so das Mittragen der 
e- achbarschichten am Walzeneintritt und -Aus- 
itt berücksichtigt wird. Vom Verfasser wur- 
en Versuche dieser Art durchgeführt, die 
3 ıen Ueberbliek über die Aenderung des mitt 
ı) en Formänderungswiderstandes beim Warm 
es alzen von Stahl i1 Abhängiskeit von der 
IQ tichabnahme und der Walztemperatur geben! 
la er veringe Einfluß der Stiehabnahme auf 
y e Höhe des Formänderungswiderstandes bei 
Iemperaluren über 10099 weist dabei darauf 
n. daß die Abweichungen des Druckverlaufs 
on der Quelschfestigkeit weit geringer sind. 
' Is sie von Huber angenommen werden. 
Wenn Herr Huber zu Beginn seiner Er 
lerungen auf die sogenannte v. Kärmän 





| he Theorie des breitungslosen Walzvorganges 
. ingeht, so möchte ich bei dieser Gelegenheit 
| larauf binweisen, daß der genannte Ansatz 
r mlich 
I. Aufstellung der Gleichgew ichtsbedingung 
für das Volumenelement in der x-Achse. 
2. Einführung der Plastizitätsgleichung 
g—p=k, 
3». Annahme zweier gelrennter Kurvenäste 
für das AbfließBen des Werkstoffes zum 
| Walzeneintritt bzw. zum Walzenaustritt. 
| ın mir bereits am 10. Mai 1921 in einer vom 


erein Deutscher Eisenhüttenleute einberufenen 
zung in Hagen, an der Herr v. K. teil- 
ıım, bekanntgegeben worden ist. Obiger An- 
ılz wurde von mir damals auch bereits zum 
erechnen der Voreilung beim Walzen benutzt. 
\enn Herr v. Kärmän bei der Weiterent- 
cklung meines Ansalzes in seinem Beitrag 

Theorie des Walzvorganges« (1925) meine 
ısführungen nur als eine ihm in Hagen zu- 
I gewordene Anregung erwähnt, so dürfte 
; darauf zurückzuführen sein, daß die Ver- 
lentlichung meines Vortrages in »Stahl und 
sen« erst Ende 1925 erfolste: Bei dieser 
ehlage dürfte mein Anspruch auf die Priori 
in dieser Angelegenheit nicht in Frage 


ehen 


Düsseldorf-Glausthal. I. Srebel. 56 


Mitt. K. W. Inst. f. Eisenforschung, demnächst. 

E. Siebel: Kräfte und Materialfluß bei der 
ildsamen Formänderung. »Stahl und Fisen« 
1.45 (1925), S. 1563. 
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Erwiderung auf Herrn E. Siebels Ein- 
wände Ich habe auf die Vorausselzungen 
unter denen die Versuchsergebnisse zu betrach 
ten sind. im letzten Absatz der Einleitung aus 
drücklich hingewiesen 

Die prinzipielle Uebereinstimmung des 
aus der Druckkurve ermittelten Verlaules der Ver 
tıikalspannungen mil der m. W. erstmaligen Ver 
öffentlichung des theoretischen Verlaufes der 
o, von Prof. Dr. v. Kärmän!) in dieser 
Zeitschr. im April 1925 schien mir ein Er 
vebnis zu sein, das zur Veröffentlichung der 
Versuchsergebnisse berechtigte, um so mehr 
als der Gegenstand wegen der Berechnung der 
reinen Umformungsarbeit beim Walzen die 
Walzwerker seit der im Jahre 1871 erfolgten 
Veröffentlichung der Finkschen Formel für 
die Walzleistung?) interessiert und bereits frü 
her) und zuletzt wieder in dieser Zeilschr 
die Anregung gegeben wurde, durch experi 
mentelle Forschung zur Klärung der Frage bei 
zulragen. 

Der Abfall der o, zum Nullwerlt an der Aus 
triltsstelle ergibt sich aus dem horizontalen 
Verlauf der Vertikaldruckkurve, der in dem 
Augenblick beginnt, in dem die Querschnitts 
fläche des Stabanfanges die Austrittisstelle des 
Walzenspaltes erreicht. Die aus dem Verlauf 
der Druckkurve, deren Anfangs- und Endpunkt 
deutlich erkennbar waren, gemessene Durch 
flußzeit stimmt mit der errechneten zul über 
ein; es konnte daher auf Grund der Meß 
ergebnisse kein anderer Schluß gezogen wer 
den, als daß o, an der Austrittsstelle Null ist 

Der Dresdensche Ansatz der Plastızıläts 
sleichung°’) ist mir erst bekannt geworden, 
nachdem die Versuche  bereils ausgewertel 
waren, Der lHinweis auf die Vebereinstimmung 
des Meßergebnisses mit der Theorie erschien 
mir selbstversländlich, dies um so mehr, als 
die Gültigkeit von 9,— H=2Tmax!® Im Ge 
biet starker plastischer Formänderung nicht 
allgemein anerkannt wird 

Ich lese im Salze »jegliche Stülzung der 
Dresdenschen Theorie« das Wort »Stülzung 
als Synonym für »Uebereinstimmung Jede 
andere Art Stülzung ist mir ferne gelegen 

Ich möchte nieht unterlassen, darauf hinzu 
weisen, daß die in der Abhandlung wieder 
segebenen o,-Kurven zu Versuchen mil unge 
wöhnlich großen, einstichigen Höhenabnahmen 


I) Daher die Bezeichune >v. Kärmänsche 
Theorie«. 

2) C. Fink, Theorie der Walzen-Arbeit; Zeit- 
schrift für das Berg-, Hütten- und Salinenwesen 
in dem preußischen Staate, 1574. 

3) Walzwerksausschuß, Bericht Nr. 28, vom 
24. Juni 1922; auf S. 14 der Hinweis Rummels 
auf die Notwendigkeit praktischer Versuche. 

#) April 1926, S. 176 von D. Dresden. 

5) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 176. 

6) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 174; Siebel: 
»Es sei darauf aufmerksam gemacht, daß das 
Mohrsche Gesetz in der Form der Gl. (2) auch 
nur eine grobe Annäherung an die Spannungs- 
Formänderungskurve bedeutet. 
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ehören, mit denen gearbeitet wurde. um den habe, darf ich wohl voraussetzen. Punkt 1 
Charakter des o,-Verlaufes möglichst ausge- sehört in die elementare Mechanik. Punkt ; 
prägt zu bekommen; dadurch ergeben sich die ist die allgemein bekannte Grundlage der Pla 
roßen Unterschiede zwischen der Spannung stizitätstheorie, zu deren Ausbau, wenn mein 
amı Kintritt ins Umformungsgebiet und dem Gedächtnis nicht täuscht, vor etwa 20 Jahr: 
Spannungshöchstwerl auch ich einiges beigetragen habe. Was Punkt: 
Wilkowitz. am 1. Februar 1930 anbelangt, d.h. die Existenz zweier getrennte: 
Aeste für die Verteilung, so kann ich darii 
auch keine große Entdeckung sehen, weil e 
doch selbstverständlich ist, daß, wenn ein Teil 
Erwiderung. Aus den Bemerkungen des des Walzgules rascher, ein anderer Teil lang- 
llerrn Siebel über »die sogen. Kärmänsche samer als die Walze sich bewegt, die Reibun; 
Iheorie des Walzvorganges« könnte der Leser ihr Vorzeichen ändern muß, wodurch natur 
schließen, daß ich durch meinen in dem Jahr vemäß zwei unstelige Aeste für die Kraftver 
sang 1925 dieser Zeitschr. erschienenen Auf teilung entstehen. 
salz »Beitrag zur Theorie des Walzvorganges Zusammenfassend möchte ich daher bemer 
in unerlaubter Weise seine Entdeckung, die er ken, daß ich keineswegs verlange, daß die ele- 
im Mai 1924 bei einem Vortrag in llagen zur menltare Rechnung, die ich in jenen drei Sei 
Kenntnis gebracht hal, vorweggenonmen habe ten mitgeteilt habe, als »Kärmänsche Theo 
llierzu möchte ich folgendes bemerken: Im rie des Walzvorganges« bezeichnet wird; an- 
\lai 1924 nahm ich auf Aufforderung einiger dererseitls aber scheint es mir, daß aus dem 
führenden Leute vom Verein Deutscher Eisen Vortrag bzw. aus der später gedruckten Arbeil 
hültenleute an einer Ausschußsilzung teil, die des lIlerrn Siebel nicht mehr als eine An- 
den Problemen der Plastizität im Hinblick auf regung geschöpft werden kann, was ich auch 
die praktisch wichligen Fragen gewidmet wer bemerkt habe, während meine Rechnung doch 
den sollte Bei dieser (Grelegenheit sind einı immerhin einen unmittelbaren Vergleich mil 
Reihe von Vorträgen gehalten worden, von den Versuchen und eine Diskussion des Ein 
denen ich allerdings sehr wenig verslanden [lusses der verschiedenen Parameler ermöglicht 
habe. Es schien mir, daß die Vorgänge gar Was die sehr anerkennenswerle Arbeit des 
nicht so kompliziert sind wie die Reden, die Ilerrn Huber anbelangt, möchte ich doch be 
darüber gehalten worden sind Unter diesen merken, daß ich im Gegensalz zu lHlerrn Sie 
Reden zeichnete sich ein Vortrag des Herrn bel den Eindruck habe, daß mein Ansatz, 
Sıebel dureh relative Verständlichkeit aus oder wenn Herr Siebel will, der Siebel- 
und man konnte daraus entnehmen, daß der sche Ansalz, das wesentliche an den Vorgängen 
Vortragende der Ansicht war, man könnte mil wenigstens bei verhältnismäßig schnell laufen 
llilfe der bekannten Ansälze der Plastızıläl den Walzen nicht wiedergibt, daß vielmehr die 
eine angenäherlte Theorie des Walzvorganges Formänderungsgeschwindigkeit eine überwie 
ausbilden, wenn man die Längsspannungen gende Rolle spielt. Ich habe vor einigen Jah- 
über die einzelnen Querschnitte des Walzgutes ren durch einen Doktoranden den Walzvorgang 
(durch Mittelwerte erselzt. An diese Bemerkung. durchrecehnen lassen, in dem die Plastizitäls 
die mir als eine ällererste Annäherung ganz srenze des Materials als Summe eines konstan- 
vernünftig schien, schloß sich eine m. E. nich! len und eines mit der Formänderungsgeschwin 
oanz richtige Berechnung der Voreilung an digkeit proporlionalen Anteiles angesetzt wurde 
Ich merkte nun, dab unter dieser  vereim Der betreffende Ilerr konnte leider die Rech- 
lachenden Annahme sich die Berechnung der nung nicht bis zu Ende führen. Ich werde 
Kraftverleilung auf die Walzen auf eine ein- mir indessen geslaitlen, die gewonnenen Teil- 
lache Differentialgleichung zurückführen läßt ergebnisse gelegentlich mitzuteilen. 
die man in expliziler Weise lösen kann. Ich 
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habe diese einfache Berechnung in aller Be 

scheidenheilt in einer kurz darauf slalllinden 

den Versammlung der Gesellschaft für ange Schlußwort. Herr Siebel bemerkt, nach 
wandte Mathematik und Mechanik vorgetra kenntnisnahme der vorstehenden Aeußerungen 
ven, wobei ich bemerkle, daß ich die Anre des Ilerrn v. Karmän, daß er die bessere 
sung zu dieser Rechnung in jener Sitzung im malhematische Behandlung seines Ansatzes 
llagen erhalten halle Das eigentliche Verdienst durch Herrn v. Karmän nie bestrilten habe 
des Herrn Siebel, das ich ihm gerne zuer Was die Richtigkeit des Ansatzes angeht, so 
kenne, besteht in der, allerdings sehr groben, vermag hier m. E. nur der exakte Versuch zu 
aber zur allerersten Annäherung vielleicht nich! entscheiden, welche Annahmen zulässig sind 
oar zu schlechten Annäherune. daß man die Beim Kaiser-Wilhelin-Institut für Eisenforschung 
l.ängsspannungen durch einen Mittelwert er sind bereils in dieser Richtung gehende Unter- 
setzt. Daß ich für die drei Aussagen, die Herr suchungen in die Wege geleitet. 

Siebel in seiner Zuschrift erwähnt, doch Der Herausgeber sieht damit die Diskussion 
nicht die Hilfe des IHerıen Sıiebel gebraucht über diese Angelegenheit als geschlossen an. 


(Redaktionsschluß 22. April 1930.) 
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